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1INTRODUCCIÓN
A lo largo de la historia de la humanidad han sido numerosos los
ejemplos del poder destructivo de los volcanes: erupciones catastróficas han
producido cientos de miles de víctimas, así como incontables daños materiales.
En contrapartida, los volcanes son piezas clave para la formación y evolución
del planeta. Las posibilidades que ofrecen las zonas volcánicas (riqueza de los
suelos, fuentes energéticas, mineras, etc.), así como el gran crecimiento
demográfico mundial han propiciado un aumento de la población en dichas
zonas. Pero la naturaleza no atiende a razones. Cada año, las catástrofes
naturales se cobran en el mundo miles de víctimas y causan importantes daños
materiales.
Las erupciones volcánicas son el resultado de grandes y complejos
procesos físicos y geológicos. Entre éstos se encuentran la generación de
magma en el manto terrestre o en la corteza, su ascenso hacia zonas más
superficiales y su almacenamiento y diferenciación en cavidades de roca
encajante. Todos estos fenómenos se manifiestan mediante variaciones que
afectan tanto a la forma del edificio volcánico como al medio circundante. Por
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tanto, hoy en día la volcanología es una ciencia multi e interdisciplinar que
combina la actuación complementaria de geólogos, geofísicos, geodestas,
matemáticos e ingenieros entre otros. Sin embargo, la complejidad del
fenómeno junto con la dificultad que, en algunas ocasiones, presenta la
adquisición de datos hacen que el conocimiento del proceso volcánico sea
todavía insuficiente.
Durante el ascenso de magma hacia la superficie terrestre, éste
interacciona con la roca encajante y los fluidos que se encuentran en el medio.
Este proceso origina una serie de efectos que pueden considerarse como
precursores a una erupción. La vigilancia volcánica incluye técnicas geofísicas,
geodésicas o geoquímicas para detectarlos, así como su análisis e
interpretación. Los datos registrados mediante este tipo de técnicas (medidas
de deformación, gravedad, temperatura, sismicidad, variación de las
emanaciones gaseosas, etc.) proporcionan información sobre los procesos
físicos relacionados con el movimiento de magma y otros fenómenos
asociados. Sin embargo, el ascenso de material puede llevar, o no, asociada su
afloramiento sobre la superficie terrestre. Uno de los principales retos ante los
que se encuentran los científicos que trabajan en áreas volcánicas es
determinar, a partir de la interpretación y análisis de los efectos detectados, si
un proceso de intrusión conlleva o no una erupción. Las deformaciones del
terreno y variaciones de gravedad pueden ser fenómenos precursores, por ello,
siguiendo las recomendaciones de la Asociación Internacional de Vulcanología
y Química del Interior de la Tierra (International Association of Volcanology
and Chemistry of Earth’s Interior, IAVCEI), son objeto de este tipo de
vigilancia.
La mayoría de las técnicas geodésicas utilizadas con el fin de detectar
deformaciones del terreno proporcionan datos sobre la superficie terrestre o
en sus proximidades. Entre las técnicas clásicas se encuentran, por ejemplo, la
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medida electromagnética de distancias mediante distanciómetros láser o de
infrarrojos y el uso de teodolitos en redes planimétricas. Para medir la
inclinación del edificio volcánico producida por el proceso de intrusión se
utilizan clinómetros mientras que la deformación horizontal que causa la
apertura de fracturas en la corteza se puede medir mediante extensómetros. El
desarrollo reciente del GPS (Sistema de posicionamiento Global) continuo y
de la interferometría SAR (Radar de Apertura Sintética) ha revolucionado la
adquisición y precisión de los datos de observación. Mediante este tipo de
técnicas, los datos se adquieren rápidamente, incluso en condiciones
meteorológicas adversas. La interferometría SAR proporciona además un
campo de deformación del medio continuo espacialmente, adquirido cada 35
días. Junto a estas técnicas, la vigilancia gravimétrica está siendo cada más
aplicada para el estudio de volcanes activos. Los cambios de densidad bajo la
superficie terrestre que pueden producir los movimientos de magma y la
variación del grado de vesiculación de este material, se pueden detectar a partir
de la medida de variaciones de gravedad. Este tipo de fenómenos puede causar
variaciones de la aceleración de la gravedad de entre 10-100 µGal (1 Gal = 10-2
m s-2) que son capaces de detectar los gravímetros modernos.
Una vez se han registrado deformaciones y variaciones de gravedad en
una zona volcánica, su interpretación se realiza mediante modelos físico-
matemáticos. Un modelo es una abstracción matemática simplificada que se
utiliza para simular la respuesta del medio ante una perturbación determinada.
Cada modelo está caracterizado por un conjunto de ecuaciones matemáticas
que describen la física del problema. Algunas veces la solución de este tipo de
ecuaciones está formada por funciones analíticas. Los avances tecnológicos,
que se han producido durante las últimas décadas, y la creciente precisión de
las técnicas geodésicas de observación han permitido plantear y resolver
problemas cada vez más complejos.
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Dentro de este marco, los objetivos que presenta este trabajo son dos:
1. Estudiar cualitativa y cuantitativamente la influencia del campo
gravitatorio en la modelización de deformaciones y variaciones de
gravedad. La mayoría de modelos empleados para la interpretación de
deformaciones y variaciones de gravedad consideran medios elásticos
sin tener en cuenta el campo gravitatorio. Frente a la sencillez de los
modelos elásticos, el modelo elástico-gravitatorio permite considerarlo.
Mediante este estudio plantearemos la necesidad de entender
correctamente las ecuaciones del modelo con el fin de aplicarlo
apropiadamente en la interpretación de datos de observación.
2. Estudiar, modelar y cuantificar el efecto de la topografía del terreno, no
sólo en las deformaciones sino también en las variaciones de gravedad.
Los modelos empleados habitualmente para la interpretación de
deformaciones y variaciones de gravedad consideran la Tierra como un
medio semi-infinito plano. Sin embargo, muchas zonas volcánicas están
asociadas a un relieve topográfico acusado. Considerar el efecto de la
topografía del terreno supone un cambio en el dominio de definición
del problema.
Con el fin de alcanzar estos objetivos hemos estructurado la memoria
en seis capítulos. Como hemos señalado, para interpretar fenómenos
precursores de actividad se utilizan modelos físico-matemáticos. En el primer
capítulo introduciremos brevemente algunos de los que se utilizan
habitualmente para el análisis e interpretación de deformaciones y variaciones
de gravedad observadas en áreas volcánicas.
En el Capítulo 2 se realiza un breve resumen de la teoría de elasticidad
de medios continuos, que es la base para obtener las ecuaciones de los
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modelos elástico y elástico-gravitatorio. También en este capítulo se resumen
los resultados obtenidos previamente por otros autores para obtener las
soluciones de un medio elástico-gravitatorio, estratificado en capas planas,
isótropas y homogéneas.
El objetivo del Capítulo 3 es mostrar las diferencias observadas al
interpretar deformaciones y variaciones de gravedad mediante un modelo
elástico y otro elástico-gravitatorio. Para ello, hemos realizado un análisis
dimensional de las ecuaciones de este último. A partir de este análisis podemos
observar la importancia de incluir el campo gravitatorio en la interpretación de
variaciones de gravedad. Para finalizar, algunos ejemplos teóricos ilustran este
hecho.
En el Capítulo 4 se muestran dos aplicaciones prácticas del modelo
elástico-gravitatorio: (1) Long Valley Caldera en California, EE.UU., donde
recientemente se han producido varios periodos de inflación sin que se hayan
producido erupciones entre ellos; y (2) el volcán Mayon en Filipinas. Las
variaciones de gravedad producidas en Long Valley están principalmente
causadas por la deformación del terreno inducida por la expansión volumétrica
de la cámara, por lo que un modelo elástico puede explicar las variaciones de
gravedad observadas en esta zona. Sin embargo, en el volcán Mayon se han
observado variaciones de gravedad sin deformación significativa del terreno,
por lo que el modelo elástico no permite explicar los cambios observados.
Muchas zonas volcánicas (p. e., el volcán Mayon, Teide, etc.) están
asociadas con un relieve significativo del terreno. Así, en los dos últimos
capítulos se estudia la influencia de la topografía del terreno en la
modelización. En el Capítulo 5 se muestra cómo esta influencia puede
enmascarar el acoplamiento elástico-gravitatorio. Para cuantificar el efecto
topográfico hemos desarrollado un modelo tridimensional. La resolución de
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las ecuaciones que lo caracterizan se realiza mediante el método indirecto de
elementos en la frontera, técnica numérica que permite tener en cuenta de
forma realista la superficie libre del medio. Con este modelo se pueden
calcular desplazamientos y variaciones de gravedad causados tanto por la
dilatación/contracción de la cámara magmática como por la masa de material
inyectado. El principal efecto de la topografía que podemos observar es una
reducción de la magnitud de los desplazamientos y variaciones de gravedad.
Además al ser el modelo empleado tridimensional, proporciona soluciones
globales que pueden simular el comportamiento de una zona en su totalidad.
Por ejemplo, puede simular el campo de deformación continuo que
proporciona la observación radar por satélite sin necesidad de realizar las
simplificaciones habituales.
Por último, en el Capítulo 6, con el fin de incluir el efecto de la
topografía en la determinación de parámetros de fuente, hemos empleado un
método aproximado: la metodología de variación de profundidad de fuente.
La elección de esta metodología esta justificada por la disminución de tiempo
de cálculo que supone frente a otros métodos numéricos como el método
indirecto de elementos en la frontera. Esta técnica permite estimar de forma
fiable el efecto de la topografía en deformaciones verticales y variaciones de
gravedad. Como aplicación, hemos caracterizado la fuente de perturbación
situada bajo el volcán Mayon utilizando un algoritmo genético simple.
Para finalizar la memoria, se muestran las conclusiones principales
extraídas de este trabajo junto con las posibilidades de trabajo futuro que se
nos han planteado tras su desarrollo.
7CAPÍTULO 1
MODELOS DE DEFORMACIÓN
El volcanismo es uno de los procesos normalmente asociados a los márgenes
activos de placas. Representa la culminación de varios procesos geológicos y
geofísicos que incluyen la generación de magmas en el manto o en la corteza
terrestre, su ascenso hacia niveles superficiales, su almacenamiento y diferenciación y
finalmente su afloramiento en superficie. Así, aunque tradicionalmente el estudio de
los fenómenos volcánicos encontraba su marco dentro de diferentes disciplinas
geológicas como la petrología, la geología estructural, la geoquímica o la
geomorfología, hoy en día la vulcanología se ha convertido en una ciencia
multidisciplinar, en la que participan de forma complementaria geólogos, físicos,
matemáticos o ingenieros.
Una de las principales responsabilidades de los equipos que gestionan la
investigación en áreas volcánicas es definir el sistema más adecuado de vigilancia.
Este término se refiere a los estudios científicos que abarcan la observación, registro,
análisis e interpretación de las variaciones que se producen en zonas volcánicas
activas. Por tanto, dentro de la vigilancia de estas zonas podemos englobar, tanto la
observación sistemática y de precisión de los fenómenos físicos que aparecen como
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consecuencia de un proceso de intrusión magmática en la corteza, como el aspecto
teórico del modelado de estos efectos, lo que permite su interpretación posterior.
En este capítulo vamos a introducir, de forma breve, los modelos de
deformación empleados para el análisis e interpretación de variaciones de gravedad y
deformaciones del terreno observadas en áreas volcánicas, entendidos éstos como
posibles efectos precursores a una erupción. La evolución de los modelos ha venido
determinada, entre otros aspectos, por el sorprendente desarrollo de las máquinas de
cálculo. Así, los métodos más antiguos (anteriores al “boom” de los ordenadores)
trabajaban preferentemente por vía analítica, buscando parametrizaciones adecuadas
y aplicando procedimientos algebraicos. Sin embargo, cada día se tiende más a
aceptar la complejidad de los problemas acudiendo a resoluciones numéricas basadas
en la asombrosa capacidad de cálculo de las máquinas actuales.
1.1. MODELOS PIONEROS.
La distribución de esfuerzos y deformaciones existentes en zonas volcánicas y
sus correspondientes efectos de deformación observables en superficie constituyen
un sistema físico de cierta complejidad. Para obtener formulaciones matemáticas con
las que representar dichos fenómenos complejos, se ha acudido a hipótesis
simplificadoras que requieren un número reducido de parámetros característicos.
Mogi (1958) fue el primero en modelar la elevación/subsidencia del terreno
observada en un volcán mediante una fuente de presión situada en un medio semi-
infinito, homogéneo y elástico, para establecer una relación entre las erupciones de
los volcanes Sakurazima (Japón) y Kiluaea (Hawai) y las deformaciones observadas
en sus inmediaciones. En este modelo, la fuente de presión se considera como un
núcleo de deformación (en la terminología de Love, 1927), es decir, una fuente
puntual en la que se produce una expansión radial, lo que se asemejaría a la
expansión volumétrica de una cavidad esférica. El modelo de Mogi no puede explicar
la deformación observada en algunas ocasiones sin considerar incrementos de
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presión demasiado elevados (Bonafede et al., 1986). Yokoyama (1971) propuso un
modelo similar al de Mogi. Una característica importante de este modelo es que
necesita una presión inferior, para obtener un desplazamiento vertical máximo igual
al que se obtiene mediante el modelo de Mogi.
1.2. MODELOS CON FUENTES DE DIFERENTES FORMAS
GEOMÉTRICAS.
La aplicación del modelo de Mogi para modelar la deformación observada en
zonas volcánicas ha sido muy amplia. En muchos casos se han obtenido resultados
satisfactorios, principalmente en la componente vertical del campo de
desplazamientos (p.e., Mogi, 1958; Dvorak et al., 1983, Berrino et al., 1984; Dvorak y
Berrino, 1991). No obstante, este modelo presenta dificultades al modelar
desplazamientos horizontales. Dieterich y Decker (1975), describen un modelo para
representar fuentes de diferentes formas geométricas. Resolviendo sus ecuaciones
numéricamente mediante el método de elementos finitos, mostraron que el patrón de
los desplazamientos verticales producidos por fuentes simétricas distintas, localizadas
a profundidad diferente en un semiespacio, era similar. Sin embargo, observaron que
el patrón de la deformación horizontal es dependiente de la forma de la fuente.
Okada (1985) proporcionó expresiones analíticas para calcular el desplazamiento
producido por fuentes puntuales y extensas que representan un mecanismo de
fractura en un semiespacio. Davis (1986) obtuvo expresiones aproximadas de la
deformación en superficie causada por un elipsoide de tres ejes orientado
arbitrariamente en el interior de un semiespacio elástico. McTigue (1987) dedujo una
solución analítica aproximada, que incluye términos de orden superior, para
representar los desplazamientos y el campo de esfuerzos causados por la
presurización de una cavidad esférica situada en un semiespacio elástico.
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1.3. EFECTOS DE LAS HETEROGENEIDADES MECÁNICAS Y
VISCOELÁSTICAS DEL MEDIO.
Las deformaciones calculadas en un semiespacio elástico y homogéneo
pueden estar afectadas por la presencia de inhomogeneidades en los parámetros
elásticos que caracterizan el medio. Diferentes autores han estudiado el campo de
deformación utilizando modelos de Tierra no homogénea. Por ejemplo, Bianchi et al.
(1987) estudiaron el efecto de las heterogeneidades existentes en el interior de una
caldera volcánica. Sus resultados reflejan que el efecto de la heterogeneidad (menor
rigidez en el centro, donde se sitúa la fuente) en la deformación no es significativo si
se consideran valores de rigidez normales.
Las soluciones numéricas del problema elástico han permitido calcular
desplazamientos en superficie y esfuerzos en el medio, considerando diferentes
propiedades. En áreas volcánicas es muy común la presencia de fallas. Las calderas
volcánicas se forman al colapsar la cámara magmática, lo que causa la aparición de
discontinuidades litológicas en el área de contacto. De Natale y Pingue (1993) y De
Natale et al. (1997) presentaron un método para la simulación del efecto de
discontinuidades laterales en el campo de deformación producido por una fuente de
presión. El principal efecto descrito por estos autores es una fuerte influencia de la
localización de las discontinuidades en la extensión de la zona deformada. De hecho,
las discontinuidades del medio relativizan la dependencia existente entre el tamaño
del área deformada y la profundidad de la fuente.
Por otra parte, la Tierra es un medio heterogéneo formado por materiales de
composición y propiedades distintas. Una forma de tener en cuenta este hecho es
mediante modelos de Tierra estratificada en capas planas formadas por materiales de
composición, densidad y propiedades elásticas diferentes (p.e., Rundle, 1980; 1982;
Roth, 1993; Fernández y Rundle, 1994a, b; Fernández et al., 1997). Por ejemplo, los
resultados de Fernández y Rundle (1994a, b) indican que, los cambios en las
propiedades elásticas del medio, tienen un efecto más significativo que las variaciones
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de densidad, tanto sobre desplazamientos superficiales como sobre variaciones de
gravedad.
La presencia de altas temperaturas en zonas volcánicas puede causar un
comportamiento del medio distinto al predicho mediante un modelo elástico (p.e.,
Bonafede et al., 1986; Dragoni y Magnanensi, 1989). El comportamiento de la corteza
también está influido por la fracturación intensa del medio que existe en zonas
volcánicas. Bonafede et al. (1986) y Bonafede (1990) obtuvieron expresiones
analíticas para representar el campo de desplazamientos producido por diferentes
fuentes situadas en el interior de un semiespacio viscoelástico y homogéneo.
También calcularon el campo de esfuerzos asociado y mostraron que la perturbación
causada por fuentes puntuales diferentes en un semiespacio viscoelástico puede
reproducir las elevaciones observadas mediante incrementos de presión factibles en
el interior de una cámara (< 10 MPa). Dragoni y Magnanensi (1989) obtuvieron, a su
vez, la solución analítica para representar una cámara de magma rodeada por una
capa de propiedades viscoelásticas con la que reprodujeron el orden de magnitud de
la elevación observada en Campi Flegrei, sin necesidad de un gran incremento de
presión. Folch et al. (2000) estudian las diferencias entre las deformaciones
viscoelásticas producidas por fuentes puntuales y fuentes tridimensionales extensas,
utilizando, respectivamente, un modelo que proporciona soluciones analíticas y otro
en el que las soluciones se obtienen numéricamente.
1.4. MODELOS ELÁSTICO-GRAVITATORIO Y VISCOELÁSTICO-
GRAVITATORIO.
A pesar del éxito obtenido al aplicarlo para interpretar las deformaciones
observadas en áreas volcánicas, el modelo elástico no permite reproducir las
variaciones de gravedad observadas en algunas ocasiones (p. e., Rymer, 1994). Rundle
(1980) obtiene y resuelve las ecuaciones que representan el problema elástico-
gravitatorio para un semiespacio estratificado en capas planas, isótropas y
homogéneas, utilizando la técnica de las matrices propagantes (Thompson, 1950;
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Haskell, 1953; Gilbert y Backus, 1966). Una de las aplicaciones de este modelo es el
cálculo de los gradientes geométrico y ortométrico de la gravedad causados por
intrusiones magmáticas sobre la superficie terrestre. Dadas las propiedades de la
fuente, ambas cantidades pueden ser utilizadas para relacionar la variación de
gravedad observada en superficie con el cambio de elevación, para convertir una
cantidad en la otra, o para estudiar la dinámica de la intrusión (Rundle, 1982).
Fernández et al. (1997) muestran, mediante ejemplos, que para el ajuste e
interpretación de las variaciones de gravedad observadas en zonas activas es
necesario considerar el campo gravitatorio terrestre. Este hecho se pondrá de
manifiesto en los siguientes capítulos mediante un análisis cuantitativo de las
ecuaciones del modelo, así como mediante ejemplos de aplicación práctica.
Estos autores también consideran otras características del medio como sus
propiedades no elásticas. Rundle (1978a) estudia el problema de la presencia de un
“núcleo de deformación” en una capa elástica situada sobre un semiespacio
viscoelástico, que representa el efecto de la astenosfera. Hofton et al. (1995)
extendieron los trabajos realizados por Rundle (1980), para incluir la existencia de un
dique en el medio descrito anteriormente. Para ello, utilizaron los modelos
propuestos por Fernández et al. (1996a, b), que calculan la deformación que produce
la actividad en fallas de la corteza terrestre. Fernández et al. (2001a) describen un
modelo viscoelástico-gravitatorio que considera fuentes puntuales en un medio
estratificado.
En resumen, podemos observar que se han propuesto numerosos modelos
para interpretar la deformación observada en áreas volcánicas. En la mayoría se
supone que el medio posee un comportamiento elástico lineal, hipótesis válida en
situaciones de deformación o dilataciones de cámara relacionadas con
desplazamientos producidos en espacios de tiempo cortos (de meses a pocos años).
Al centrarse los estudios realizados en efectos observados en las inmediaciones del
volcán (campo cercano), es suficiente con considerar modelos de semiespacio plano
despreciando la curvatura terrestre. Aunque en estos modelos se supone que los
desplazamientos predichos son cero en el infinito, estos tienden a cero
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suficientemente rápido a distancias superiores a la profundidad de la fuente, por lo
que la deformación del medio puede considerarse como un fenómeno local.
Este tipo de modelos se puede utilizar para interpretar la deformación en
volcanes en los que la topografía del terreno se puede considerar plana, como por
ejemplo el Kilauea en Hawai o del volcán Krafla en Islandia. En estos volcanes las
irregularidades del terreno sobre las deformaciones observadas son demasiado
pequeñas frente a la incertidumbre de los datos (Cayol y Cornet, 1997). Sin embargo,
existen volcanes que poseen gran relieve. Entre estos volcanes podemos citar el Etna
en Italia, el Merapi en Indonesia, el Mayon en Filipinas o el Teide en Canarias.
Existen diferentes trabajos (p.e., McTigue y Segall, 1988; Cayol y Cornet, 1998a, b;
Williams y Wadge, 1998; 2000; Folch et al., 2000) que estudian la influencia de la
topografía en la deformación producida por la expansión/contracción de una cámara
magmática. La conclusión a la que se llega en todos ellos es que la topografía tiene un
efecto significativo sobre la deformación del terreno.
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CAPÍTULO 2
MODELO ELÁSTICO-GRAVITATORIO
2.1. INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE LA ELASTICIDAD.
Para el estudio e interpretación de deformaciones y variaciones de gravedad
es necesario definir una serie de conceptos, por lo que la teoría de la elasticidad será
introducida brevemente. La teoría de la elasticidad estudia las relaciones existentes
entre las fuerzas que actúan en los cuerpos y las deformaciones que producen. Así,
veremos que las ecuaciones de equilibrio representan el balance de las fuerzas que
están actuando en el medio y describen cómo varían los desplazamientos (o
esfuerzos) en su interior.
Son muchos los textos donde se pueden encontrar los contenidos de este
apartado, por lo que nuestro propósito es proporcionar un resumen de las bases
necesarias para el desarrollo de las ecuaciones diferenciales que describen los
modelos de deformación. En este estudio hemos seguido los tratados de Love (1911,
1927), Fung (1965), Bhatia y Singh (1986), Mal y Singh (1991) y Udías (1999) que no
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citaremos para proporcionar mayor continuidad a la lectura. Además, salvo que se
indique lo contrario, utilizaremos notación indicial.
2.1.1. Esfuerzos y deformaciones.
 Se define un medio continuo como una idealización de un medio material en
el que la distancia entre dos puntos contiguos puede hacerse tan pequeña como se
desee. La densidad se define en estos medios como el límite del cociente entre su
masa y volumen, cuando este último tiende a cero. En este contexto, cada partícula
del medio viene representada mediante un punto geométrico.
En un sólido pueden actuar dos tipos de fuerzas externas: fuerzas de cuerpo y
fuerzas de superficie. Las fuerzas de cuerpo o de volumen actúan sobre cada
elemento de volumen del sólido. Entre este tipo de fuerzas se encuentran las fuerzas
gravitatorias. Las fuerzas de superficie o de contacto producen esfuerzos, es decir,
fuerzas por unidad de superficie. Además de las fuerzas externas hay fuerzas internas
debidas a la interacción entre las partículas del medio.
Cuando sometemos un cuerpo a la acción de un sistema de fuerzas, sus
partículas se desplazan ligeramente hasta que se alcanza el equilibrio. Consideremos
una región del medio de volumen V, delimitada por una superficie cerrada S (Figura
2.1) y en ella un punto P de coordenadas espaciales (x1, x2, x3).
Figura 2.1. Fuerzas superficiales sobre el punto P.
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Con el fin de especificar los esfuerzos que actúan sobre el área infinitesimal
dS, a la que pertenece el punto P, se supone que las fuerzas debidas a la acción
material del medio exterior a V, que actúan a través de este área elemental, se
reducen a df  (Figura 2.1) y que el siguiente límite existe:
dS
dlim
0dS
f
→
.                                                                                                               (2.1)
Este límite se conoce como tracción o vector de esfuerzos. En general, se
descompone en: una componente perpendicular al área infinitesimal (tracción
normal) y una componente sobre su plano tangente (tracción de cizalla).
Alternativamente, el vector de esfuerzos se puede descomponer en sus componentes
cartesianas. Si nj  es la normal exterior a dS, las componentes cartesianas de la tracción
ejercida por el medio exterior sobre dS se denotan por )n(
1
t , )n(
2
t  y )n(
3
t ,
respectivamente.
Considerando diversos planos que pasen por P se describen los
correspondientes vectores de tracción sobre los elementos diferenciales de superficie.
Eligiendo tres planos ortogonales, resultarán tres vectores independientes, suficientes
para caracterizar el sistema puntual de esfuerzos. Así pues, el estado de esfuerzos en
un punto del medio también se puede definir a partir del tensor de esfuerzos, 
ij
σ ,
cuyos nueve elementos representan los esfuerzos ejercidos a través de tres planos
ortogonales a los ejes coordenados. Según la notación anterior, las componentes de la
tracción que actúa sobre el plano cuya normal es paralela al eje x1, son 
)1(
2
)1(
1 t,t  y
)1(
3t . En adelante vamos a utilizar la siguiente notación:
11
)1(
1
t σ= ,
12
)1(
2
t σ= ,
13
)1(
3
t σ= .                                                             (2.2)
De forma análoga, las componentes de la tracción sobre la cara cuya normal está
orientada en el sentido de x2 son 232221 ,, σσσ , mientras que 333231 ,, σσσ  son las
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componentes del vector de esfuerzos sobre la superficie perpendicular al eje x3. De
acuerdo con la relación de Cauchy, el estado de esfuerzos a través de un plano
orientado arbitrariamente cuya normal es nj, se obtiene a partir de este tensor,
jij
j
i
nt σ= ,                                                                                                           (2.3)
En adelante, para definir el vector de tracciones se suprimirá el superíndice.
Las deformaciones se definen como el cambio de forma o volumen que
experimenta un cuerpo cuando se le aplica una fuerza. Si P tiene coordenadas (x1, x2,
x3), antes de que se produzca la deformación y coordenadas (x1’, x2’, x3’) tras
producirse la deformación, el vector desplazamiento del medio, ui, se define
mediante,
iii
x'xu −= .                                                                                                        (2.4)
Vamos a suponer que el campo de desplazamiento es continuo y dos veces
diferenciable. La teoría de elasticidad en la que se desprecian los productos y
cuadrados de las derivadas parciales del vector desplazamiento, frente a las derivadas
parciales per se, se conoce como teoría infinitesimal o lineal. De esta forma,
despreciando los términos de orden superior, se define el tensor de deformaciones
infinitesimales, también denominado tensor de Cauchy, mediante:
( )
i,jj,iij
uu
2
1e += .                                                                                               (2.5)
La coma significa derivada parcial con respecto a la componente cuyo subíndice le
sigue. El tensor ije  es, por definición, simétrico.
La relación entre esfuerzos y deformaciones puede ser muy compleja en
medios reales, pero hay modelos teóricos, relativamente simples, que dan una
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aproximación del comportamiento del medio bajo ciertas condiciones. En la teoría
infinitesimal, la ley de Hooke establece que los esfuerzos son proporcionales a las
deformaciones, es decir,
klijklij
eC=σ .                                                                                                       (2.6)
Cijkl es el tensor elástico. En general, al ser de cuarto orden, tiene 81 elementos
independientes. Debido a las condiciones de simetría expuestas anteriormente, estos
se reducen a 21. Para el caso de un medio homogéneo e isótropo, los elementos del
tensor se pueden expresar como combinación lineal de dos constantes λ y µ,
denominadas parámetros de Lamé. Bajo estas condiciones, el tensor viene dado por:
( )
jkiljlikklijijkl
C δδδδµδλδ ++= ,                                                                     (2.7)
donde δmn es la delta de Kronecker. Así, la relación entre esfuerzos y deformaciones
se puede expresar como:
ijkkijij
e2e µλδσ += .                                                                                           (2.8)
2.1.2. Condiciones para el equilibrio.
La relación de equilibrio entre las fuerzas que actúan sobre un cuerpo viene
dada mediante tres ecuaciones en derivadas parciales de las componentes del tensor
de esfuerzos. Si consideramos que fi son las fuerzas de cuerpo por unidad de masa,
para obtener las fuerzas por unidad de volumen, sólo hace falta multiplicar fi por la
densidad del material, ρ. Por tanto, las fuerzas de cuerpo que actúan sobre el
elemento de volumen, dV=dx1dx2dx3, vienen dadas por ρfidx1dx2dx3. La condición de
equilibrio establece que la resultante de todas las fuerzas que actúan sobre el sólido,
suma de las fuerzas de cuerpo y de los esfuerzos, debe ser cero. Para tener en cuenta
los esfuerzos consideramos un paralelepípedo infinitesimal centrado en P, (x1, x2,
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x3), cuyas aristas dx1, dx2, dx3, son paralelas a los ejes coordenados de un sistema de
referencia cartesiano (Figura 2.2). Los puntos centrales de cada cara tienen
coordenadas:
),x,x,dx
2
1x( 3211 ± ),x,dx2
1x,x( 3221 ± )dx2
1x,x,x( 3321 ±
Figura 2.2. Esfuerzos actuando sobre las caras de un paralelepípedo infinitesimal de volumen dV.
(modificada de Bhatia y Singh, 1986)
Si σij son los esfuerzos actuando sobre P y la normal exterior de la cara
centrada en (x1+dx1/2,x2,x3) se encuentra orientada en dirección x1, entonces las
tracciones sobre esta cara vienen dadas por:
321
1
j1
j1 dxdxdxx2
1




∂
∂+ σσ .                                                                                 (2.9)
Para el resto de caras se pueden escribir expresiones similares. Por tanto,
sumando todas las fuerzas que actúan en dirección x1, se obtiene que,
)x,x,
2
dxx( 3211 +)x,x,
2
dxx( 3211 −
O
X3
X2
X1
dx3
dx1
321
1
11
11 dxdx)dxx2
1( ∂
∂− σσ 321
1
11
11 dxdx)dxx2
1( ∂
∂+ σσ                                                   
                                                      dx2
P
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


∂
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
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
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∂
∂−− σσσσσσ
                              0dxdxdxf
3211
=+ ρ ,                                                      (2.10)
de donde, operando y dividiendo por el volumen del elemento, queda,
0f
xxx 1
3
31
2
21
1
11 =+∂
∂+∂
∂+∂
∂ ρσσσ .                                                                         (2.11)
De forma general, utilizando el convenio de la suma de índices repetidos (los
subíndices repetidos indican la suma de sus valores), el equilibrio de las fuerzas que
actúan sobre un sólido se puede expresar de la siguiente forma:
0f
ij,ji
=+ ρσ .                                                                                                  (2.12)
Las ecuaciones de equilibrio son válidas para cualquier medio continuo,
independientemente de sus propiedades elásticas, que vienen determinadas por los
parámetros de Lamé.
Otra de las condiciones para que el sólido esté en equilibrio es que el
momento de todas las fuerzas respecto a los ejes coordenados debe ser cero.
El momento de las fuerzas respecto al eje x1 es debido a las fuerzas
tangenciales que actúan en las caras paralelas a dicho eje:
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  (2.13)
0dxdxdx
x2
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

∂
∂−−



∂
∂+− σσσσ .
Por tanto, dividiendo de nuevo por el volumen, la condición de momento se
puede expresar como:
3223
σσ = .                                                                                                         (2.14)
De igual forma, tomando los momentos en las direcciones x2 y x3,
genéricamente se obtiene que:
jiij
σσ = ,                                                                                                           (2.15)
es decir, el tensor de esfuerzos es simétrico, y por tanto, sólo 6 de sus 9 elementos
son independientes.
2.1.3. Ecuaciones de Navier de equilibrio.
La ecuación de equilibrio se puede expresar en función de diversos
parámetros. Por ejemplo, (2.12), se ha expresado en función de los esfuerzos que
actúan sobre el sólido. Para expresar esta ecuación en función de los desplazamientos
que se producen en el medio, tenemos que conocer la relación existente entre
esfuerzos, σij, y deformaciones, eij, es decir, la ley de Hooke. Para un medio elástico,
isótropo y homogéneo viene dada mediante (2.8). El parámetro µ también se
denomina módulo de cizalla o rigidez del medio. Sustituyendo (2.8) en (2.12),
utilizando la definición del tensor de deformaciones (2.5), se obtiene la ecuación de
Navier para el caso estático:
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( ) 0fuu
ijj,iki,k
=+++ ρµµλ .                                                                           (2.16)
Al introducir la razón de Poisson,
)(2 µλ
λν += ,                                                                                                   (2.17)
se obtiene que el vector desplazamiento de un medio elástico, isótropo y homogéneo
satisface la siguiente ecuación diferencial de segundo orden, que podemos expresar
en forma vectorial:
0)(
21
1 2 =+∇+⋅∇∇− fuu µ
ρ
ν .                                                                      (2.18)
2.1.4. Ecuaciones del modelo elástico-gravitatorio.
Cada punto material de un sólido está influido por la fuerza gravitatoria que
ejercen otras partículas del mismo u otros cuerpos exteriores. Los desplazamientos
que se producen en la Tierra como consecuencia de una perturbación en el medio,
están afectados por la acción del campo gravitatorio, al igual que los desplazamientos
influyen en el campo gravitatorio. Por tanto, las ecuaciones que gobiernan el
desplazamiento del medio y el campo gravitatorio que genera, están acopladas.
Gilbert y Backus (1968) acoplaron, explícitamente, los efectos elásticos y
gravitatorios en un problema de fractura, suponiendo que la Tierra posee simetría
esférica y que es un medio estratificado. Del mismo modo, Rundle (1980) propuso
un método similar para calcular la deformación producida por fuentes puntuales de
perturbación, en la superficie de un medio semi-infinito, estratificado en capas
planas, isótropas y homogéneas. El problema consiste en determinar el sistema de
esfuerzos para el que un medio, que genera un campo gravitatorio propio, esté en
equilibrio. Love (1927) supuso que los esfuerzos en un punto del medio se pueden
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describir mediante dos sistemas de esfuerzos o estados superpuestos. En el primero,
la presión hidrostática en el interior se encuentra equilibrada con la aceleración
gravitatoria del medio. Este constituye el estado de esfuerzos inicial o estado de
referencia. El segundo estado consiste en un sistema de esfuerzos relacionado con
los desplazamientos.
Veamos primero como se obtienen las ecuaciones correspondientes al
problema elástico-gravitatorio acoplado para un modelo de Tierra con simetría
esférica sin rotación, para a continuación trasladar las ecuaciones a un modelo de
semiespacio.
Sabemos que con respecto a un sistema de referencia inercial (O, x1, x2, x3)
con origen, O, situado en el centro de masas de la Tierra, el campo hidrostático de
esfuerzos, Tij, y la presión hidrostática, p0, están relacionados (Lanzano, 1982):
ij0ij
pT δ−= ,         
i00i0
gxp ρ=∂∂ .                                                                (2.19)
siendo ρ0 la densidad de masa correspondiente al estado de referencia. g0i son las
componentes del campo gravitatorio que se obtienen a partir de potencial
gravitatorio, φ0 :
i0i0
xg ∂∂−= φ .                                                                                               (2.20)
Este potencial verifica la ecuación de Poisson en el interior de las masas,
00
2 G4 ρπφ =∇ ,                                                                                                 (2.21)
donde G = 6.673 × 10-11 m3kg-1s-2 es la Constante de Gravitación Universal.
Para considerar un modelo terrestre realista, hay que tener en cuenta el efecto
de las fuerzas elásticas (Love, 1927). Para ello, se supone un campo de esfuerzos
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adicional, τij, que produce el desplazamiento de las partículas del medio elástico e
isótropo, con respecto a su estado de referencia. Este campo adicional viene dado
por la ley de Hooke:




∂
∂
+∂
∂+∂
∂=
i
j
j
i
ij
k
k
ij x
u
x
u
x
u µδλτ .                                                                      (2.22)
Puesto que se suponen deformaciones infinitesimales, se puede considerar
que en la ecuación (2.22) cada punto del medio tiene las mismas coordenadas que
tenía antes de que se produjera la deformación provocada por los esfuerzos
adicionales (Lanzano, 1982). Sin embargo, para el campo hidrostático no se puede
realizar la misma hipótesis. La deformación infinitesimal ha producido una variación
del campo hidrostático inicial que habrá que restar, puesto que la partícula estará
rodeada del mismo entorno material (Love, 1927; Lanzano, 1982). Así, después de
que se produzca la deformación, σij viene dado por:
ijk
k
ij
ijij
u
x
T
T τσ +∂
∂
−= .                                                                                     (2.23)
Ahora bien, el gradiente de los esfuerzos hidrostáticos se obtiene a partir de
la expresión (2.19):
ijk00ij
k
0
k
ij g
x
p
x
T δρδ −=∂
∂−=∂
∂
.                                                                           (2.24)
Con respecto al sistema de referencia inercial, la ecuación (2.12) representa el
equilibrio del medio. Tras producirse la deformación, la densidad será igual a la suma
de ρ0, densidad de masa en el estado de referencia y ρ1, que representa la variación de
densidad producida por la dilatación del medio. Esta variación está relacionada con el
campo de desplazamientos mediante la ecuación de continuidad (Mal y Singh, 1991):
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)u(
x i0
i
1
ρρ ∂
∂−=                                                                                              (2.25)
Como hemos mencionado anteriormente, entre las fuerzas de cuerpo que
actúan en el medio, estamos considerando el campo gravitatorio, que es conservativo
por lo que en la expresión (2.12), las fuerzas se expresan como:
i
i x
f ∂
∂−= φ ,                                                                                                        (2.26)
donde φ es el potencial total, suma del potencial que genera el medio cuando se
encuentra en el estado de referencia, φ0, y el potencial perturbador, φ1. Este último es
debido a la redistribución de masas que produce la deformación, φ1* , y al potencial
externo, φe, que representa la acción gravitatoria de cuerpos exteriores (φ1 = φ1* + φe ).
φ1, al igual que  φ0, satisface la ecuación de Poisson en el interior de la Tierra:
11
2 G4 ρπφ =∇ .                                                                                                  (2.27)
Ya que el potencial externo, φe, verifica la ecuación de Laplace en el interior
de las masa terrestres, tan sólo φ1* contribuye a la parte derecha de (2.27). La
contribución del potencial externo, φe, se considera al establecer las condiciones de
contorno sobre la superficie libre del medio. Por tanto, teniendo en cuenta el
Principio de Superposición, las componentes del vector gravedad vendrán dadas por:
i1i0i ggg += ,                                                                                                    (2.28)
donde
i1i1
xg ∂∂−= φ .                                                                                                (2.29)
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Despreciando términos de segundo orden, como ρ1g1i, y utilizando las
expresiones (2.23) y (2.24), la ecuación fundamental que establece el equilibrio del
medio se puede escribir de la siguiente forma:
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τρρρ ,                                                      (2.30)
que en forma vectorial, considerando la componente vertical del vector gravedad, se
expresa mediante (Rundle, 1980):
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Esta ecuación está acoplada con la ecuación (2.27) que proporciona
variaciones de potencial.
Como se ha visto en el Capítulo 1, las características del modelo terrestre
utilizado para la interpretación de efectos asociados con actividad volcánica son
importantes. Para estudiar efectos producidos en zonas cercanas, es suficiente
considerar modelos de semiespacio, despreciando la curvatura terrestre. En el
desarrollo anterior hemos considerado que la Tierra poseía simetría esférica. El
problema de acoplar explícitamente el efecto de la gravitación del medio es más
complicado para el caso de un semiespacio elástico, puesto que el problema de orden
cero (estado de referencia) no está bien definido. Al considerar un espacio de
extensión infinita, la gravedad en superficie se podría calcular como la de una lámina
Bouguer de espesor infinito. Dicha lámina produciría gravedad infinita. Por tanto, la
ecuación del equilibrio hidrostático (2.19), conduciría a problemas de singularidad al
equilibrar el gradiente de presión con la gravedad del medio. Para evitar estas
singularidades, Rundle (1980) señala que se puede adaptar el estado de referencia
inicial correspondiente a un medio con simetría esférica al estado de esfuerzos
adicional (estado perturbado) correspondiente al semiespacio. Para que el problema
del semiespacio esté bien definido se imponen una serie de condiciones de contorno
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con el fin de que en el límite apropiado, la solución del sistema formado por las
ecuaciones (2.27) y (2.31) coincida con la solución correspondiente al problema
esférico (Rundle, 1980). En particular se supone que g es constante e igual a su valor
en superficie. Pero, con el fin de obtener un límite apropiado cuando la densidad
disminuye, es decir, para que la solución del problema elástico-gravitatorio converja a
la solución del problema elástico, se supone que g depende linealmente de la
densidad, lo que es consistente con el problema de Tierra esférica para el que:
∫ −−= V 2 'dV'rr
)'r(
Gg
ρ
.                                                                                       (2.32)
  
La variación de g con la profundidad se desprecia puesto que sólo contribuye a
efectos de orden superior (Rundle, 1980). Como condiciones de contorno se
establece que todas las cantidades perturbadas tiendan a cero en el infinito. Además,
el potencial perturbador tiene que ser igual al potencial externo en la superficie libre
del semiespacio. Bajo estas condiciones este problema está bien definido (Rundle,
1980).
En el siguiente apartado vamos a describir, de forma breve, la resolución del
sistema de ecuaciones que gobierna la respuesta del medio elástico-gravitatorio ante
la acción perturbadora de una fuente puntual. Su resolución se encuentra descrita en
diversos trabajos (p. e., Rundle, 1980; 1982; Fernández, 1992).
2.2. MODELO ELÁSTICO-GRAVITATORIO ESTRATIFICADO.
Love (1927) mostró que el campo de desplazamientos producido por un
centro de expansión en un medio elástico, se puede obtener a partir de su función de
Green. En particular, en aplicaciones como la que nos atañe, interesa conocer la
respuesta de un semiespacio ante una perturbación súbita del medio. Rundle (1980)
señala que en estos casos la estructura vertical del medio se puede introducir
mediante la superposición de capas horizontales de distintas propiedades. Thompson
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(1950) y Haskell (1953) presentaron un método para obtener la respuesta de un
semiespacio estratificado ante la incidencia de ondas elásticas. Singh (1970) utilizó
este método, conocido como el método de matrices propagantes, para obtener las
deformaciones producidas por una fuente puntual en un semiespacio elástico
estratificado. Rundle (1980) adaptó esta metodología para obtener los
desplazamientos, el potencial perturbador y las variaciones de gravedad causadas por
diferentes fuentes de dislocación puntuales inmersas en un medio elástico-
gravitatorio, semi-infinito, estratificado en capas planas, isótropas y homogéneas.
Posteriormente, Fernández y colaboradores (Fernández, 1992; Fernández y Rundle,
1994a, b; Fernández et al., 1997) lo extendieron en número de capas desarrollando
una nueva formulación numérica. Además, desarrollaron la formulación necesaria
para calcular variaciones en inclinación y deformaciones verticales. También se ha
desarrollado la formulación del efecto de una intrusión de magma sobre las
componentes de la desviación de la vertical (Charco et al., 2002).
2.2.1. Descripción del modelo.
Consideremos un medio semi-infinito estratificado en capas planas, isótropas
y homogéneas (Figura 2.3), cuya respuesta ante una perturbación se rige por las
ecuaciones de equilibrio del medio elástico-gravitatorio.
Figura 2.3. Medio estratificado en capas planas, isótropas y homogéneas. Se muestra el
sistema de coordenadas local y la variación de las propiedades del medio con la profundidad
(Fernández, 1992).
SEMIESPACIO
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Cada capa n tiene un espesor dn, de forma que la suma de los espesores, H, se
corresponde con la profundidad a la que se encuentra situado un semiespacio
continuo. La densidad y las constantes elásticas de cada capa se denotarán por ρn, λn,
y µn, respectivamente. Suponiendo que el medio consta de p-1 capas, el semiespacio
será la capa p-ésima. La interfase entre las capas n y n+1 se denota por zn, con lo que
z0 = 0, representa la superficie del terreno y zp-1 = H, es la frontera entre la capa más
profunda y el semiespacio. Se considera un sistema de coordenadas cilíndrico (r, θ, z)
y la base de vectores unitarios (er, eθ, ez) correspondiente a este sistema. El origen del
sistema es la proyección de la fuente, situada a una profundidad c, en superficie, y el
eje z apunta hacia el interior del semiespacio de forma que la gravedad que
proporciona el modelo es positiva.
La respuesta de cada capa ante la perturbación, viene dada mediante el
siguiente sistema de ecuaciones (Love, 1911; Rundle, 1980):
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(2.33)
u⋅∇−=∇ G4
0
2 πρφ
donde φ es el potencial gravitatorio producido por la intrusión, u es el
desplazamiento causado por ésta, ρo es la densidad, constante no perturbada, G es la
Constante de Gravitación Universal y µ es el módulo de rigidez.
Para resolver el sistema (2.33) hay que integrar la segunda ecuación.
Integrándola sobre un volumen arbitrario y teniendo en cuenta que el operador
laplaciano es igual a la divergencia del gradiente, se obtiene:
0dV))G4((dV)G4( V 0V 0
2 =∫ +∇⋅∇=∫ ⋅∇+∇ uu ρπφρπφ ,                           (2.34)
de donde, al aplicar el teorema de la divergencia,
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0d)G4( 0V =⋅+∫ ∇∂ Σρπφ nu ,                                                                           (2.35)
∂V es la superficie que engloba el volumen considerado, dΣ es el elemento de
superficie y n es el vector normal unitario exterior a V. Teniendo en cuenta esta
expresión, se define la siguiente cantidad:
[ ] nu ⋅+∇= 0G4Q ρπφ .                                                                                    (2.36)
Esta cantidad se utiliza para obtener las variaciones de gravedad en el medio
(Rundle, 1980). Para resolver el sistema (2.33), se imponen las siguientes condiciones
de contorno: todos las perturbaciones tienden a cero en el infinito; la superficie z = 0
está libre de esfuerzos. También necesitamos la existencia de un potencial
gravitatorio continuo a través de la superficie z = 0 y que se anule cuando z → -∞. Se
exige, además, que Q, u, las tracciones normales 
z
eT ⋅ , y φ sean continuos en z,
salvo a través de planos singulares, z = cte, en los que se sitúan las fuentes internas
de perturbación.
Las soluciones de este problema en el espacio tridimensional euclídeo se
utilizan para obtener, a partir del método de matrices propagantes, la solución
correspondiente a un medio estratificado en capas planas.
La solución global y única (Rundle, 1982) sobre la superficie, z = 0, viene
dada por las siguientes expresiones (p. e., Rundle, 1980, Fernández et al., 1997;
Charco et al., 2002):
{ } kdk)0(y)0(xM 0 1010 ⋅∫ += ∞ 00 BPu ,                                                       (2.37)
∫= ∞0 010 kdk)kr(J)0(M ωφ ,                                                                                (2.38)
∫ +−=∂
∂−= ∞0 z0010 ukdk)kr(J)0(qMzdg β
φ ,                                                       (2.39)
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∫ ⋅+⋅= ∞0 32010 dkk))kr(J)kr(J()0(xg2
Md ωξ ,                                                  (2.42)
∫ ⋅+⋅= ∞0 32010 dkk))kr(J)kr(J()0(yg2
Md ωη ,                                                  (2.43)
donde dg es la variación de gravedad, T es la inclinación del terreno, εz es la
deformación vertical del medio y dξ, dη corresponden al efecto de la intrusión en las
componentes de la desviación de la vertical. En estas expresiones, M es la masa de la
intrusión y x01(0), y01(0), ω01(0) y q01(0) son las funciones núcleo, cuyas expresiones se
obtendrán seguidamente. P0 y B0 dependen de las funciones de Bessel de orden cero,
J0(kr). β0 = 4πG0ρ0 y r es la distancia radial a la proyección de la fuente sobre el plano
z=0. x e y son las coordenadas cartesianas del punto de cálculo.
Las funciones núcleo se expresan en la forma (Fernández et al., 1997):
1P015P013P011
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0 FDEBEAE)0(y −++= ,
(2.44)
5P055P053P051
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0 FDEBEAE)0( −++=ω ,
6P065P063P061
1
0 FDEBEAE)0(q −++= .
con Eij y Fk elementos la matriz [E] y el vector [F] respectivamente, que dependen de
las características del medio y se obtienen utilizando las soluciones correspondientes
al sistema (2.33) en un medio infinito (Rundle, 1980). Los coeficientes A0p, B0p y D0p
están dados por:
( ) ( ) ( ){ } ∆/EEkEEEkEEFkFA 34
3F6555
43
5F6353
34
3565p0
⋅−+⋅−+⋅−= ,
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La matriz [E] viene dada por:
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )[ ]HZaaaE p1p21 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= − ,                                               (2.47)
donde [an] es la matriz de capa n definida por Singh (1970),
[ ] [ ][ ] 1n
n
nn )0(Z)d(Za
−−= .                                                                            (2.48)
La matriz ( )[ ]zZ n , de orden 6×6, se muestra explícitamente en Rundle (1980,
1982) y Fernández (1992). Sus elementos dependen de las características de cada
capa.
El vector [F] está definido por el producto,
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]DaaaF 1S21 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=                                                           (2.49)
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donde la matriz de capa [ ]1Sa  se corresponde con la de la capa cuya interfase superior
es zs y su frontera inferior es zs1 (zs1 = c), donde se introduce la discontinuidad. El
vector [D] es el vector que representa a la fuente. Rundle (1981a), Fernández (1992) y
Fernández et al. (1997) muestran los elementos de la matriz [E] y del vector [F] en
función del número de capas que se consideren en el semiespacio estratificado.
2.2.2. Funciones fuente.
Una intrusión de magma, considerada como una fuente puntual de masa M
situada a una profundidad c, se va a representar mediante discontinuidades de salto
sobre las cantidades perturbadoras. Estas están dadas en el vector [D]. Sus
componentes no nulas son (Rundle, 1980, 1982; Fernández y Rundle, 1994a):
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[ ] GM2D 6 = ,
donde p es el incremento de presión que produce la expansión de la cámara de
magma, a es su radio y δ=1/(3-4ν). [D]3 y [D]6  reflejan la interacción entre la masa y
el campo de gravedad y las restantes componentes no nulas reflejan los efectos
causados por un cambio de presión en la cámara, lo que produce su expansión o
contracción volumétrica
2.2.3. Descomposición de soluciones. Linealidad.
En el problema que estamos tratando, los efectos debidos a la
expansión/contracción de una cámara magmática producida por la variación de
presión en su interior que causa un influjo de material externo y/o una variación de
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su temperatura, se pueden aproximar mediante la combinación de los efectos
producidos por un centro de expansión y los producidos por una masa puntual
esférica, si consideramos que el tamaño de la fuente, que viene representado por su
radio, a, es despreciable frente a su profundidad, c (a << c). Mediante esta
aproximación y debido a la linealidad de los operadores que aparecen en el sistema de
ecuaciones que define el modelo elástico-gravitatorio, los efectos producidos por la
inflación/contracción de la cámara, se pueden expresar como (Fernández y Rundle,
1994b):
);c,r(pa);c,r(M 3 τχτϕε += .                                                                         (2.50)
ϕ y χ representan, respectivamente, los efectos calculados para una masa unitaria y
un centro de expansión cuya intensidad, dependiente de pa3, es unitaria. Ambas
funciones dependen de la distancia radial a la proyección de la intrusión en superficie,
r, de la profundidad de la fuente, c, y de los parámetros que definen el modelo
cortical, τ (densidad, constantes de Lamé y espesores de capa). Los efectos causados
por un centro de expansión se obtienen multiplicando por pa3, y los causados por una
masa puntual se obtienen multiplicando por la magnitud de ésta, M. Una vez fijadas
las características del modelo ϕ y χ, sólo dependen de la distancia radial y de la
profundidad de la fuente.
2.2.4. Formulación numérica e integración de las funciones núcleo.
Las soluciones globales (2.37)-(2.43) del sistema que define el modelo (2.33),
permiten calcular el campo de desplazamientos, las variaciones de gravedad y
potencial, así como el efecto de una intrusión de magma en la desviación de la
vertical. Con el fin de desarrollar un programa que realice estos cálculos, es necesario
obtener explícitamente los núcleos de integración, x01(0), y01(0), ω01(0) y q01(0), a partir
de los elementos de la matriz [E] y del vector [F]. Fernández (1992) y Fernández y
Rundle (1994a, b) obtienen las expresiones correspondientes a la existencia de dos
capas sobre un semiespacio, ampliando la formulación de Rundle (1981a). La
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formulación numérica general y su particularización a medios compuestos por una,
dos, tres y cuatro capas se describe en Fernández et al. (1997).
Una vez que se han obtenido los núcleos de integración, el principal
problema que aparece al integrar es que estas funciones pueden tener algún polo en
el eje real. Si aparece algún polo, éste coincide con el valor correspondiente al
número de onda elástico-gravitatorio que se define mediante la siguiente expresión
(Rundle, 1981a):
( ) 2/12
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k ρβςςη += ,                                                                                        (2.51)
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Los elementos de la matriz ( )[ ]zZ n  a partir de la que se obtienen los núcleos
de integración, son reales o complejos, dependiendo del valor de k. Si k≥kg, sus
elementos serán reales, mientras que serán complejos si k<kg. La formulación
numérica desarrollada para obtener la matriz [E] y el vector [F] tan sólo se aplica para
el caso real. Para el caso complejo, es más fácil calcular las funciones núcleo
directamente mediante los procedimientos algebraicos mostrados en la Sección 2.2.1
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(Fernández y Rundle, 1994b). Debemos recordar también que, puesto que cada capa
posee sus propias constantes elásticas, en cada problema existirán tantos números de
onda gravitatorios como número de capas más uno (este último valor
correspondiente al medio semi-infinito inferior). En general, el valor de kg es
diferente para cada capa. El número de diferentes kg, determinará el número de
intervalos de integración en los que aplicar la formulación numérica citada. Yu et al.
(1996) y Fernández et al. (1997) demostraron que la integración de las funciones
núcleo alrededor de sus polos, no contribuye a la solución final en gran medida, por
lo que se puede obviar, facilitando la integración y ahorrando tiempo de ejecución.
Otro aspecto a tener en cuenta al integrar las funciones núcleo, es que el
límite superior de la integral no es finito. Rundle (1980, 1981a) demuestra que la
solución correspondiente al problema elástico-gravitatorio acoplado se reduce a la
solución del problema elástico en el límite k>>kg. Esta propiedad proporciona un
aumento en la velocidad de integración ya que, desde el punto de vista práctico,
podemos considerar la integración de las funciones núcleo elástico-gravitatorias entre
0 → kmax, en lugar de integrar de 0 → ∞, restando el correspondiente núcleo elástico.
La solución del problema elástico-gravitatorio, la obtendremos sumando la forma
integrada del correspondiente núcleo elástico (p.e., Mindlin, 1936). De esta forma:
( )∫ −+= maxk0 eegIe kdkXXSε ,                                                                           (2.53)
donde ε es una solución del problema elástico-gravitatorio. SeI es la solución analítica
del problema elástico, forma integrada de la función núcleo elástica, Xe, y Xeg es la
función núcleo elástico-gravitatoria. Si la fuente de perturbación es un centro de
expansión, SeI es la solución correspondiente al modelo de Mogi (1958). El criterio
que se sigue en la práctica para determinar kmax es (Fernández y Rundle, 1994b):
6
eeg
10XXmax −≤− , 
max
kk ≥ .                                                                       (2.54)
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2.2.5. Programas de cálculo.
El conjunto de programas GRAVW, desarrollado en FORTRAN 77 por
Fernández et al. (1997), basándose en los programas GRAVW (Rundle, 1982) y
GRAV1 (Fernández y Rundle, 1994a, b) permite calcular desplazamientos
(horizontales y verticales), la inclinación, la deformación vertical (“vertical strain”),
los cambios de potencial, gravedad y nivel del mar causados por una intrusión de
magma situada a una profundidad c en el medio. Posteriormente, Charco et al. (2002)
han modificado este paquete informático introduciendo el cálculo de la perturbación
en las componentes de la desviación de la vertical sobre la superficie z = 0. Este
nuevo paquete informático se denomina DVGRAVW y está formado por los
programas DVGRAVW1, DVGRAVW2, DVGRAVW3 y DVGRAVW4. El número
incluido en el nombre del programa indica el número de capas consideradas. Así,
DVGRAVW1 calcula desplazamientos (horizontales, ur y verticales, uz), inclinación,
T, deformaciones verticales, εz, cambios de potencial, φ, gravedad, dg, variaciones del
nivel del mar, dl y pertubaciones en las componentes de la desviación de la vertical,
dξ y dη, sobre la superficie, z = 0, de un medio formado por una capa sobre un
medio semi-infinito.
Como ejemplo, en la Tabla 2.1 se describe la función de las subrutinas que
componen el programa DVGRAVW1. Además de estas subrutinas, los programas
utilizan diferentes subprogramas de las librerías IMSL (1982) y LINPACK (2003).
La Tabla 2.2 muestra el fichero de entrada del programa DVGRAVW2, para
un ejemplo particular. Para la entrada de datos utilizamos la sentencia NAMELIST.
Los datos necesarios para ejecutar el programa son los siguientes: las características
del modelo de corteza, es decir, el espesor de cada capa denominado Di; H que
corresponde a la profundidad a la que se encuentra el medio semi-infinito continuo,
es decir,  H = D1+D2+...+Dn-1, siendo n-1 la última capa situada sobre el medio
continuo;  las  constantes  de Lamé,  µi  y  λi  que  se  denominan  AMUi  y  ALAMi,
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PROGRAMA DVGRAVW1: lee los datos y calcula la deformación, variaciones del nivel
del mar, de potencial y gravedad, y las componentes de la desviación de la vertical utilizando
las subrutinas HLFSPC y THLTT.
SUBRUTINA ALAYER: determina la capa donde está la intrusión.
SUBRUTINA HLFSPC: calcula los efectos debidos a una intrusión de magma en un
semiespacio homogéneo con las mismas características de la capa en la se encuentra la
intrusión.
SUBRUTINA THFLTT: integra las funciones de Green
SUBRUTINA CALKRN: calcula la integración de la diferencia de los núcleos elástico y
elástico-gravitatorio.
SUBRUTINA EMAT: calcula la matriz [ E ].
SUBRUTINA AMAT: calcula las matrices de capa n, [ an ].
SUBRUTINA ZCOMPC: calcula la matriz [Zn(z)] para k<min{kgi , i =1,2}.
SUBRUTINA Z0INVC: calcula la matriz [Zn(z)]-1 para k<min{kgi , i =1,2}.
SUBRUTINA ZCPC: calcula la matriz [Zn(z)] para min{kgi , i =1,2}<k<max {kgi, i=1,2}.
SUBRUTINA ZCPIN: calcula la matriz [Zn(z)]-1 para min{kgi , i =1,2}<k<.max {kgi,
i=1,2}.
SUBRUTINA ZCOMPR: calcula la matriz [Zn(z)] para max{kgi , i =1,2}<k.
SUBRUTINA Z0INVR: calcula la matriz [Zn(z)]-1 para max{kgi , i =1,2}<k.
SUBRUTINA FM1: calcula el vector [ F ] para una intrusión situada en la capa 1.
SUBRUTINA FM2: Calcula el vector [ F ] para una intrusión en el semiespacio.
SUBRUTINA GFINT: realiza la integración de las funciones de Green.
SUBRUTINA AKNINT: integra las funciones de Green a lo largo de un contorno
considerado.
SUBRUTINA EI: calcula las diferencias dadas en la expresión (36) de Fernández (1992).
SUBRUTINA EBAR: calcula las funciones Eijkl dadas en la ecuación (32) de Fernández
(1992).
SUBRUTINA EFA: calcula las funciones EijFl dadas en la expresión (34) de Fernández
(1992) para una intrusión en la capa 1.
SUBRUTINA EFB: calcula las funciones EijFl dadas en la expresión (35) de Fernández
(1992) para una intrusión en el semiespacio.
SUBRUTINA CK10L1: calcula las funciones núcleo para una intrusión localizada en la
capa 1.
SUBRUTINA CK10L2: calcula las funciones núcleo para una intrusión en el semiespacio.
SUBRUTINA BJCALC: calcula las funciones de Bessel de orden 2, J2(kr), mediante las
relaciones de Bessel.
Tabla 2.1. Unidades del programa DVGRAVW1 (modificada de Fernández et al., 1997).
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respectivamente (para cada capa i-ésima entre las que se incluye el medio semi-
infinito inferior); las densidades de capa, RHOLi ,y del semiespacio, RHOH; la masa
(AMASS), incremento de presión (PMAGMA) y radio (RMAGMA) de la cámara. En
este fichero también hay que incluir las coordenadas x, y, de los puntos estación en el
caso de que la variable INDIC, situada en el programa principal, tome el valor 1. Si
INDIC = 0 el programa genera automáticamente un perfil en el que calcula todos los
efectos a partir de un paso dado en el fichero de datos, donde YSTART es el primer
valor para la coordenada y, X es el valor considerado para la coordenada que denota.
El efecto de la gravedad se suprime si RHOFCT es igual a un valor pequeño (por
ejemplo 10-3). NSTEP es el número de intervalos de integración. El número de
variables que se incluye en el fichero de datos de entrada depende del número de
capas que consideremos, es decir, dependerá del programa DVGRAVW que
utilicemos. Las unidades de cada valor correspondiente a las variables de entrada son:
km para las distancias, 103 kg/m3 para densidades, 1010 Pa para los parámetros
elásticos, 1012 kg (1012 kg=1 Unidad de Masa, UM) para la masa y 0.1 MPa para los
valores de presión. Si se quieren calcular variaciones del nivel del mar DWATER es
la anchura de la capa de agua situada sobre el medio y RHOW su densidad.
DVGRAVW2.DAT
&REEDIN
D1=10.0D0,D2=5.D0,C=5.D0,ALAM=3.0D0,ALAM1=3.0D0,AMU=3.0D00,AMU1=3.0D0,
&END
&YINIT YSTART=0.0D0,DELY=0.1D0,X=0.1D0,NNYY=500,INDIC=0, &END
&GRED RHOL1=3.0d0,RHOH=3.00D0,RHOFCT=1.D0,NSTEP=150, &END
&WATER DWATER=0.D0,RHOW=0.0D0, &END
&CHAMBR PMAGMA=1.D4,RMAGMA=1.D0,AMASS=1.D0, &END
Tabla 2.2 Fichero de entrada del programa DVGRAVW2.
Cada programa tiene cuatro ficheros de salida. En un fichero se escriben las
características del modelo terrestre, junto con los efectos calculados para cada punto.
Otro fichero proporciona las coordenadas o distancias radiales, el desplazamiento
vertical, el radial, la inclinación, la deformación vertical, el cambio de gravedad en
superficie, aire-libre y Bouguer, el cambio del nivel del mar y las componentes de la
desviación de la vertical. Un tercer fichero contiene los valores de las diferencias
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entre los núcleos elástico y elástico-gravitatorio, Xeg-Xe. El cuarto proporciona, para
comparación, los resultados correspondientes a un semiespacio homogéneo de las
mismas características de la capa en la que está la intrusión.
2.3. VARIACIONES DE GRAVEDAD.
La vigilancia microgravimétrica, junto con otras técnicas de observación
geodésica, está siendo aplicada, cada vez más, en el estudio de volcanes activos (p.e.,
Rymer, 1996; Jousset et al., 2000). Desde el punto de vista del tipo de observación y
de su finalidad, se pueden llevar a cabo dos tipos de campañas gravimétricas en áreas
volcánicas. Las campañas que tienen por objeto proporcionar datos sobre la
estructura del interior del medio consisten en la observación de la gravedad en varias
estaciones de campo, tomando una de ellas como estación de referencia. Las
variaciones de gravedad que se obtienen así están distribuidas en una determinada
región del espacio, es decir, son variaciones espaciales. Tras corregir las
observaciones por diferencia de latitud, altura y del efecto de la atracción gravitatoria
del material existente entre las distintas estaciones que configuran la red, hay que
calcular las diferencias relativas con respecto a la gravedad observada en la estación
tomada como referencia. Posteriormente, los datos se mostrarán en un mapa de
anomalías, que proporcionará información sobre estructuras de densidad bajo la
superficie terrestre. Esta técnica ha sido ampliamente empleada en volcanología para
determinar el tamaño de cámaras magmáticas, las dimensiones de conductos de
alimentación, la extensión de alteraciones hidrotérmicas en el sistema volcánico, etc.
(p.e., Yokoyama, 1989; Rymer y Brown, 1986). El orden de magnitud de estas
anomalías va desde las decenas hasta las centenas de miligales (Rymer, 1994). El otro
propósito de los estudios microgravimétricos llevados a cabo en zonas volcánicas, es
proporcionar variaciones de masa y densidad temporales con el fin de obtener
información sobre los procesos dinámicos del volcán. Para ello, aparte de la
información espacial se obtienen variaciones temporales del campo de gravedad en
un conjunto de estaciones representativo de la zona.
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Las variaciones de gravedad temporales, es decir, las diferencias entre
observaciones realizadas en diferentes instantes de tiempo, son generalmente de
menor magnitud que las espaciales, estando normalmente su orden de magnitud
entre 10 y 100 µGal (1 Gal = 10-2ms-2) (Rymer, 1994). Por ello, tanto en la
adquisición de datos como en su análisis, se deben utilizar técnicas de alta precisión.
La instrumentación utilizada en campañas dinámicas es esencialmente la misma que
la empleada en campañas estáticas; la diferencia fundamental se limita al diseño de la
campaña, que dependerá de factores como el tamaño y profundidad de la fuente bajo
la superficie terrestre, lo que origina determinadas variaciones. Los errores en las
medidas restringen, en este caso, la precisión microgravimétrica a aproximadamente
15 µGal, lo que es equivalente a una incertidumbre inferior a 5 cm en la elevación del
terreno (Gottsmann y Rymer, 2002).
Una vez eliminados los factores instrumentales (deriva, calibración del
gravímetro, taras inducidas térmica o mecánicamente) y el efecto de la marea
considerado en la reducción de datos, las variaciones de gravedad temporales
observadas, dgS, se podrán descomponer en (Eggers, 1987):
MBFAS
dgdgdgdg ++= .                                                                                     (2.55)
El primer término de esta expresión, FAdg , es la variación de gravedad
causada por el efecto aire-libre, debido a los desplazamientos verticales del medio, uz,
que produce la fuente. Esta variación es igual a la corrección del efecto aire-libre que
produce la masa deformada, es decir, zFAFA udg γ= ( 3086.0FA =γ γFA mGal/m).
Bdg , es el efecto Bouguer que representa la atracción de la masa deformada.
Finalmente, Mdg  es el efecto gravitatorio causado por las variaciones de densidad en
el medio. Estas últimas pueden ser debidas a varios factores como, por ejemplo,
cambios en la cantidad y/o posición del material de la cámara, formación de huecos
o relleno de los existentes, movimientos laterales o verticales de magma en el edificio
volcánico, etc.
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La interpretación de estas observaciones conlleva la utilización de modelos
cada vez más realistas. Existen múltiples trabajos que analizan las variaciones de
gravedad producidas por intrusiones de magma en la corteza. Todos ellos, mediante
diferentes caminos, llegan a la conclusión de que las variaciones de gravedad
producidas por una fuente de dilatación/contracción esférica puntual en un
semiespacio elástico, son debidas al efecto de la elevación del terreno. Por ejemplo, a
partir de cálculos numéricos, Rundle (1978b) concluye que la variación total de
gravedad producida por una fuente de dilatación/contracción en un semiespacio
elástico, no difiere significativamente del efecto aire-libre debido a la elevación del
terreno. Posteriormente, Walsh y Rice (1979) obtuvieron las expresiones analíticas
para calcular las variaciones de gravedad en superficie producidas por varios tipos de
fuente entre los que se encontraba el caso especial de una fuente de
dilatación/contracción con simetría esférica en un semiespacio elástico. Estos autores
señalan que, si observamos la variación de gravedad producida por este tipo de
fuentes mediante un gravímetro fijo en un punto de la superficie del medio, esta
variación es cero. Puesto que las observaciones se hacen sobre el terreno, que se
deforma consecuencia de la dilatación/contracción de la fuente, a estas medidas hay
que aplicarles la correción aire-libre de la masa deformada, es decir,
zFAS
udg γ= .                                                                                                      (2.56)
En este análisis se supone que la roca que alberga la cámara está saturada, es
decir, no se produce inyección de nuevo material. Por tanto, si consideramos la masa
de la intrusión como una fuente de masa puntual esférica, obtenemos que:
3zFAS R
GMcudg += γ ,                                                                                         (2.57)
con M el incremento de masa, c la profundidad de la fuente y R la distancia radial del
punto de observación a la fuente, es decir, R2 = x2 + y2 + c2. Este resultado coincide
con el que muestra Okubo (1991) al obtener expresiones analíticas de las
deformaciones y variaciones de gravedad producidas por varias fuentes puntuales.
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Para calcular las variaciones de gravedad en superficie mediante el modelo
elástico-gravitario de tierra continental, hay que resolver la ecuación de Poisson, que
en el modelo elástico-gravitatorio se encuentra acoplada con la ecuación de equilibrio
estático. Aplicando la definición de derivada direccional a la expresión (2.36) se
obtiene que:
( )
z
uG4
z
G4 ρπφρπφ −∂
∂−=⋅+∇ nu .                                                                 (2.58)
Consideremos ahora la condición de continuidad del potencial perturbador y
el potencial gravitatorio externo, φe, a través de la superficie z = 0 (Rundle, 1982). En
ausencia de masas, φe satisface la ecuación de Laplace:
0
e
2 =∇ φ .                                                                                                          (2.59)
Por tanto, sobre la superficie se verifica que:
e
φφ = ,
                                                                                                                           (2.60)
z
uG4
z
e
z ∂
∂−=−∂
∂− φρπφ .
La cantidad observable mediante un gravímetro es el cambio de gravedad
externo, que está referenciado a un cambio cero a una altura infinita sobre el
semiespacio (condición de contorno). Hasta ahora, no se ha tenido en cuenta la
deformación del medio que produce la fuente de perturbación. Así, como señalaron
Walsh y Rice (1979), la variación de gravedad medida en superficie, dgS, se obtiene
añadiendo la variación aire-libre (Rundle, 1982):
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zFAzzFA
e
S
uuG4
z
u
z
dg γρπφγφ +−∂
∂−=+∂
∂−=                                                (2.61)
Esta cantidad representa las variaciones de gravedad en superficie que se
deben comparar con las variaciones de gravedad observadas para su interpretación. A
partir de esta expresión se pueden obtener las variaciones de gravedad aire-libre y
Bouguer, que eliminan el efecto de la deformación del medio. Así, restando el efecto
aire-libre causado por la elevación del terreno, se obtienen las variaciones de
gravedad aire-libre, dgFA,
z
e
zFASFA
uG4
zz
udgdg ρπφφγ −∂
∂−=∂
∂−=−= ,                                                (2.62)
que reflejan sólo redistribuciones de masa en el medio, incluyendo las producidas por
la atracción de la masa deformada. La variación de gravedad Bouguer, dgB, se obtiene
al eliminar la atracción de una lámina plana e infinita de altura igual a la deformación
vertical del medio (p.e., Rundle, 1982):
zzFAB
uG2
z
uG2dgdg ρπφρπ −∂
∂−=+= .                                                          (2.63)
Esta corrección es similar a la que se aplica en la reducción de datos
gravimétricos en las campañas para obtener las anomalías Bouguer y resulta como
consecuencia de la variación de las masas topográficas que produce la deformación.
dgB proporciona información acerca de la redistribución de masas que se produce en
el interior del medio como consecuencia de la perturbación.
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2.3.1. Corrección del conjunto de programas GRAVW en el cálculo
de variaciones de gravedad.
Tras estudiar y realizar varias pruebas de cálculo con el conjunto de
programas GRAVW (Fernández et al., 1997) hemos detectado un error en la
obtención de variaciones de gravedad. El error detectado parece tener su origen en la
intención de los autores de calcular por separado y de forma conjunta el efecto que
causan ambos tipos de fuente, masa y presión. Se produce al calcular variaciones de
gravedad producidas por una fuente de masa puntual y es debido a la corrección que
hay que aplicar al gradiente del potencial perturbador para obtener el gradiente del
potencial externo (2.61). Cuando se calcula de forma conjunta el efecto de la masa y
de la presión el error desaparece. El objetivo de este apartado es mostrar este error y
cómo ha sido solucionado.
Las líneas de código de los programas GRAVW que proporcionan las
variaciones de gravedad calculadas a partir del modelo elástico-gravitatorio, son:
(a) En el programa principal
.  .  .  .  .  .  .
CALL THFLTT(NL, AMU, ALAM, AMU1, ALAM1, H, C, Y0)
.  .  .  .  .  .  .  .
Y0(2,J) = Y0(2,J) +ANS(2,J)
Y0(2,J)=Y0(2,J)-1.D3*BETAL*Y0(1,J)
C
C NOTE THAT Y0(2,J) IS NOW MINUS THE GRADIENT OF THE EXTERNAL
POTENTIAL
IF (DABS(AMC).GT.0.D0) Y0(2,J)=Y0(2,J) –1.D3*BETAL*Y0(1,J)
IF (DABS(PMC).GT.0.D0) Y0(2,J)=Y0(2,J)+1.D3*BETAL*Y0(1,j)
.  .  .  .  .  .  .  .  .
GSURF=Y0(2,J)+0.003085D0*Y0(1,J)
.  .  .  .  .  .  .  .  .
donde la subrutina THFLTT proporciona las integrales de las funciones de Green.
Y0(2,J) se obtiene integrando la diferencia de los núcleos de integración
correspondientes a la variación de gravedad (ver Sección 2.2.4, ecuación (2.53)). Al
sumarle la solución del problema elástico para un semiespacio de características las de
la capa donde se halla la fuente, ANS(2,J), y la corrección –1.D3*BETAL*Y0(1,J), se
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transforma en menos la componente vertical del gradiente del potencial externo, que
se corresponde con la cantidad observable en superficie (2.61). BETAL=4πGρ e
Y0(1,J) es la variable que proporciona el desplazamiento vertical del medio. Los
parámetros AMC y PMC se corresponden con el incremento de masa y presión. Para
obtener las variaciones de gravedad en superficie, GSURF, hemos de tener en cuenta
la reducción aire-libre, 0.003085*Y0(1,J). Las variaciones de gravedad que se
obtienen se expresan en miligales.
(b) En la subrutina CALKRN, con la que calculamos las funciones núcleo, las
líneas correspondientes son:
.  .  .  .  .  .  .  .
GKERN = -GBIG*AMC*DEXP(-CK)
PKERN = -GBIG*AMC*DEXP(-CK/AK)
G10R = G10R-GKERN-BETAL*X10R
IF (DABS(AMC).GT.0.D0) G10R = G10R-BETAL*X10R
IF (DABS(PMC).GT.0.D0) G10R = G10R+BETAL*X10R
P10R = P10R-PKERN
Y10R=Y10R-YKERN
.  .  .  .  .  .  .  .
GKERN es el núcleo elástico correspondiente al potencial perturbador
generado por la masa AMC, G10R es la parte real del núcleo elástico-gravitatorio que
proporciona el potencial perturbador y X10R es la parte real del núcleo elástico-
gravitatorio correspondiente a los desplazamientos verticales del medio.
Vamos a realizar un estudio de las líneas de código señaladas. Analíticamente
hemos visto, que para el caso elástico-gravitatorio (ecuación (2.61)), el término
dependiente de β = 4πGρ, tan sólo hay que restarlo una vez para obtener las
variaciones de gravedad en superficie, por lo que para que el valor de la expresión
calculada, en el caso de la masa puntual, coincida con el de la expresión analítica, hay
que realizar la siguiente modificación del código fuente:
CAPÍTULO 2
48
Y0(2,J) = Y0(2,J) + ANS(2,J) –1.D3*BETAL*Y0(1,J)
IF((PMC).GT.0.D0).AND.((AMC).EQ.0.D0)Y0(2,J)=Y0(2,J)+1.D3*BETAL*Y0(1,J),
sentencias que sustituirán las sentencias de condición marcadas en rojo en el
programa principal. En la subrutina CALKRN, las nuevas sentencias son:
G10R = G10R-GKERN-BETAL*X10R
IF((DABS(PMC).GT.0.D0).AND.(DABS(AMC).EQ.0.D0))G10R=G10R+BETAL*X10R
Estas correcciones afectan al cálculo de las variaciones de gravedad
producidas por un incremento de masa, sin que se produzca una variación de presión
en la cámara. Al aplicar esta sentencia de condición, las variaciones de gravedad en
superficie vendrán dadas mediante la siguiente sentencia:
Y0(2,J) = Y0(2,J)+ANS(2,J)-1.D3*BETAL*Y0(1,J)
Figura 2.4. Diferencias entre los distintos casos: programa elástico-gravitatorio original (GRAVW),
programa elástico-gravitatorio modificado (DVGRAVW)
La Figura 2.4 muestra las diferencias que se producen al modificar el código
mediante un ejemplo particular, en el que se reflejan las diferencias entre las
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variaciones de gravedad producidas por 1 UM (1 UM =1012 kg) situada a 5 km de
profundidad en un semiespacio elástico-gravitatorio. El medio elástico-gravitatorio
consta de una capa sobre semiespacio, que posee las mismas características que el
semiespacio continuo. En este medio ρ = 3000 kg m-3 y las constantes elásticas λ y µ
son iguales a 30 GPa.
En general, la diferencia entre la solución elástico-gravitatoria, obtenida con
el código original y la solución elástico-gravitatoria, calculada con la modificación
señalada, es del orden de 4πGρuz, donde los desplazamientos verticales son
debidos a la masa de la intrusión. Puesto que los desplazamientos del medio son
principalmente debidos a la expansión volumétrica de la fuente, siendo la aportación
de la masa inyectada nula desde el punto de vista práctico si se considera la precisión
de las observaciones (Rundle, 1981a), esta modificación del código no es importante
a la hora de interpretar variaciones de gravedad.

51
CAPÍTULO 3
ESTUDIO CUANTITATIVO DE LAS
ECUACIONES DEL MODELO
ELÁSTICO-GRAVITATORIO
En el Capítulo 2 se han mostrado las expresiones que proporcionan los
desplazamientos producidos por una fuente puntual esférica situada en un
semiespacio elástico-gravitatorio estratificado. Estas expresiones son diferentes a las
de los desplazamientos causados por una fuente de las mismas características en
medio estratificado puramente elástico (p.e., Singh, 1970). Al comparar ambas
expresiones, surge una cuestión de interés: ¿cuál es el efecto del acoplamiento
elástico-gravitatorio sobre el campo de desplazamientos?.
Hasta ahora, trabajos como los de Rundle (1981a) y Fernández et al. (1997)
han mostrado algunos resultados al respecto, mediante la comparación numérica de
soluciones particulares y estudios teóricos parciales. En este capítulo hemos realizado
un estudio cuantitativo de las ecuaciones del modelo elástico-gravitatorio,
considerando como fuente una intrusión magmática, con el fin de validar y
generalizar los resultados obtenidos previamente.
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3.1. ESTUDIO CUANTITATIVO.
Rundle (1981a) señala que el efecto del acoplamiento de las ecuaciones del
sistema (2.33) no es importante sobre el campo de desplazamientos si se consideran
efectos producidos en campo cercano y periodos de tiempo que abarcan desde meses
a pocos años. Los resultados de este autor, para el caso particular de una falla en la
corteza, indican que la diferencia entre la solución elástica y la solución elástico-
gravitatoria es del orden de 10-7, por lo que el acoplamiento elástico-gravitatorio se
puede despreciar a la hora de calcular desplazamientos co- y post-sísmicos. Así,
concluye que, para estudiar la relajación post-sísmica se pueden despreciar los
términos dependientes de G, responsables del acoplamiento del sistema de
ecuaciones. De esta forma la primera ecuación del sistema (2.33) se reduce a (Rundle,
1981b):
0
g
)(
g
21
1 002 =⋅∇−⋅∇+⋅∇∇−+∇ ueeuuu zz µ
ρ
µ
ρ
ν ,                                                           (3.1)
lo que supone una simplificación matemática considerable.
Pollitz (1997) realiza un estudio teórico de las ecuaciones del modelo elástico-
gravitatorio, en el contexto sísmico, similar al que vamos a proponer en esta sección.
Recientemente, Battaglia (2001) ha trasladado este estudio de las ecuaciones del
modelo elástico-gravitatorio al contexto volcanológico. En este último trabajo se
llega a la conclusión de que el acoplamiento elástico-gravitatorio no es relevante en el
cálculo de desplazamientos y variaciones de gravedad si se consideran las escalas de
tiempo propias de los problemas elásticos. Los periodos de tiempo, representados
por un problema elástico, abarcan los estados previos a una erupción, co-eruptivos y
post-eruptivos dentro del ciclo volcánico (Rundle, 1982 y Fernández et al., 1999).
Para determinar la influencia del acoplamiento elástico-gravitatorio en el
problema volcánico, podemos realizar un análisis dimensional del sistema de
ecuaciones del problema elástico-gravitatorio sin necesidad de resolverlo. Este tipo
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de análisis proporciona la aportación de cada término de una ecuación frente al resto.
Si se elige la escala adecuada, se pueden despreciar los términos de la ecuación cuya
aportación al problema es pequeña frente al resto (p.e., Logan, 1987).
La primera ecuación del sistema (2.33) la podemos escribir en forma
vectorial:
( ) 0gg
1
000 =⋅∇+∇−⋅∇−⋅∇ σueeu
zz
φµ
ρ
µ
ρ
µ
ρ
.                                              (3.2)
donde se ha producido un cambio de notación con respecto a la ecuación (2.33)
debido a la necesidad de considerar diferentes tipos de fuente. En esta ecuación el
primer término representa la interacción existente entre el campo gravitatorio y los
desplazamientos verticales del medio, uz. El segundo corresponde a la acción del
campo gravitatorio sobre la densidad perturbada. El acoplamiento de las ecuaciones
del modelo es debido al tercer término de la ecuación, que proviene de las
variaciones de densidad producidas por la deformación. El último término es:
( )uuσ ⋅∇∇−+∇=⋅∇ ν21
12 .                                                                             (3.3)
El potencial perturbador, φ1, es solución de la ecuación de Poisson:
u⋅∇−=∇ 012 G4 ρπφ ,                                                                                          (3.4)
donde - u⋅∇0ρ corresponde al efecto Bouguer causado por la variación de densidad
que produce la dilatación, u⋅∇ . A partir de las nociones introducidas en el capítulo
segundo, se puede observar fácilmente, que todos los términos de la ecuación (3.2)
son tensores de primer orden. Los tres primeros términos de esta ecuación dependen
de g o de G, es decir, proporcionan los efectos sobre el campo de desplazamientos
relacionados con la aceleración gravitatoria, g, o con el campo gravitatorio.
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Para escalar las ecuaciones dadas mediante las expresiones (3.2) y (3.4), es
necesario conocer la longitud característica, es decir, la longitud más pequeña a la que
se observan variaciones. Estamos aproximando la Tierra mediante un semiespacio
elástico que es un medio no acotado de dimensión infinita. Sin embargo, sólo nos
interesan los desplazamientos y variaciones de gravedad sobre la superficie del
medio, z = 0. Las condiciones de contorno del problema elástico-gravitatorio
establecen que todas las cantidades perturbadas tienden a cero en el infinito. Rundle
(1981a) observa que los desplazamientos y variaciones de gravedad decaen
rápidamente a profundidades superiores a la profundidad de la fuente. Por tanto,
podemos considerar la profundidad de la fuente, c, como longitud característica en la
dirección definida por el eje z. En cuanto a las dimensiones radiales del dominio,
también podemos tomar c como longitud característica, puesto que, tanto
desplazamientos como variaciones de gravedad, son despreciables a distancias cuyo
orden de magnitud es superior al orden de la profundidad de la fuente (ver p. e.,
Rundle, 1982).
El primer y segundo término de la ecuación (3.2) escalan como:
cg 0 uρ ,                                                                                                              (3.5)
ya que tan sólo dependen de las derivadas parciales de primer orden del campo de
desplazamientos.
El tercer término de esta ecuación es función del potencial perturbador. La
dependencia de este potencial con los desplazamientos del medio se establece
mediante la ecuación (3.4). Al integrar en un volumen arbitrario y aplicar el teorema
de la divergencia a la expresión (3.4) se obtiene la expresión (2.35). De aquí
obtenemos que el término dependiente de la Constante de Gravitación Universal es
del orden de:
u20G4 ρπ .                                                                                                            (3.6)
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La magnitud de la divergencia de los esfuerzos elásticos en (3.2), se obtiene a
partir de
2cuµ ,                                                                                                              (3.7)
ya que, como se observa en la expresión (3.3), este término depende del laplaciano y
del gradiente de la divergencia del vector desplazamiento, operadores que
proporcionan derivadas parciales de segundo orden.
Todos los términos poseen dimensiones de [ML-2T-2], donde M indica
dimensiones de masa, L de distancia y T las correspondientes al tiempo.
Teniendo en cuenta estas acotaciones, la relación entre los términos
dependientes de G y los términos correspondientes a los esfuerzos elásticos, se puede
estudiar mediante la siguiente razón adimensional:
µ
ρπ
µ
ρπ 220
2
2
0 cG4
c
G4 =
u
u
.                                                                                       (3.8)
Utilizando valores de ρ0 = 3.103 kg m-3 para la densidad y de µ = 30 GPa para
la rigidez del medio, que se emplean habitualmente en zonas volcánicas, esta relación
tiene un valor de 10-5 para una fuente situada a 10 km de profundidad y de 10-7 para
una fuente situada a 1 km. El orden de magnitud de esta razón aumenta
proporcionalmente a la profundidad de la fuente, c. Por tanto, la influencia de los
términos G-dependientes será mayor al aumentar la profundidad de la fuente de
perturbación. Las profundidades típicas de cámara varían entre 1 – 10 km (Battaglia
et al. 1999; Folch, 2000). A efectos prácticos, teniendo en cuenta estas profundidades
y los resultados de las estimaciones que proporciona la relación (3.8), el término
correspondiente al campo gravitatorio que genera el medio aporta, aproximadamente,
1µm sobre una deformación máxima de 1 metro. Por tanto, el término
correspondiente al acoplamiento elástico-gravitatorio no juega un papel importante
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dentro de los efectos gravitatorios que interactúan sobre el campo de
desplazamientos causado por una intrusión magmática. Además, su aportación es
despreciable frente a la precisión que se alcanza en medidas de campo.
Del mismo modo, realizamos un análisis para estimar la magnitud del efecto
que producen los términos g-dependientes frente a la magnitud del término
correspondiente a los esfuerzos elásticos, es decir, de los dos primeros términos de la
ecuación (3.2) frente al último. Así, la razón entre estos términos,
µ
ρ
µ
ρ cg
c
cg
0
2
0 =
u
u
,                                                                                                 (3.9)
va desde 10-2, para una fuente de perturbación situada a una profundidad de 10 km,
hasta 10-3 para una fuente de profundidad igual a 1 km, si utilizamos los mismos
valores que en el caso anterior. Por tanto, despreciar la aportación de los términos
dependientes de la aceleración gravitatoria producirá un error por debajo del 1% del
orden de magnitud del desplazamiento máximo. Este error se produce cuando la
fuente está situada a 10 km de profundidad. Por tanto, si tenemos en cuenta que para
este tipo de fuentes los desplazamientos que se observan son del orden del
centímetro, el error que se produce al despreciar el primer y segundo término de la
ecuación (3.2) es del orden de la décima del milímetro.
A partir de este análisis podemos concluir que la gravedad del medio no es
relevante para la interpretación de los desplazamientos producidos por una intrusión
en la corteza, suponiendo que la profundidad real de la intrusión es del orden de
entre 1-10 km. Cuando la rigidez del medio disminuye, el efecto del campo
gravitatorio sobre el campo de desplazamientos aumentará, al aparecer este
parámetro elástico en el denominador de las expresiones (3.8) y (3.9). De esta forma,
el efecto de la aceleración de la gravedad y del campo gravitatorio sobre el campo de
desplazamientos será importante cuando la fuente de perturbación se encuentre
inmersa en un medio viscoelástico, ya que a escalas de tiempo suficientemente
grandes, se producirá una relajación del medio (disminución de µ) considerable.
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Rundle (1981a) llegó a la misma conclusión mediante el número de onda elástico-
gravitatorio, kg, (2.51), ya que este número es inversamente proporcional a la rigidez
del medio, µ. Además, este autor señala que el efecto del acoplamiento sobre el
campo de desplazamientos se puede detectar a grandes distancias radiales, que no
son relevantes a la hora de diseñar la vigilancia de una zona volcánica. Por tanto,
cuando disminuye la rigidez del medio, el efecto del campo gravitatorio terrestre
sobre el campo de desplazamientos se propaga hacia el origen.
Hasta ahora, no hemos considerado la aportación del término fuente,
correspondiente a las fuerzas de cuerpo que actúan sobre el medio. Este término
jugará el papel de la intrusión magmática, es decir, simulará la combinación de la
variación volumétrica de las paredes de la cámara junto con el emplazamiento súbito
de una masa en el medio que se produce como consecuencia de la inyección de
material en la cámara. Realizando una simplificación despreciamos en (3.2) los
términos dependientes de la aceleración de la gravedad y los G-dependientes. Así,
obtenemos una nueva ecuación (p.e., Mindlin, 1936; Aki y Richards, 2002):
( ) 0
20c
=∇−−+⋅∇ φρ∆ rrfσ ,                                                                         (3.10)
donde f es la fuerza debida al incremento de presión en la cámara, ∆(r-rc) es la delta
de Dirac en el punto en el que se sitúa la fuente, rc, y - 20 φρ ∇  es la fuerza
conservativa que genera la masa de la intrusión. El potencial que genera esta masa, φ2,
verifica la ecuación de Poisson en el interior del medio:
( )
c
rr −=∇ ∆ρπφ
m2
2 G4 ,                                                                                  (3.11)
donde ρm es la densidad de la intrusión. Aki y Richards (2002) señalan que la fuerza
de cuerpo debida a la presurización de la cámara magmática, se puede obtener
mediante la divergencia de un tensor de esfuerzos adecuado (Aki y Richards, 2002).
Además, señalan que dicha fuente es equivalente a la superposición de tres dipolos
mutuamente ortogonales. Por tanto, puesto que este tipo de fuentes se puede
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obtener mediante la divergencia de un tensor de esfuerzos, escalará de la misma
forma que el último término de la ecuación (3.2). Su magnitud vendrá dada por el
siguiente parámetro 2cuµ (Mindlin, 1936; Battaglia; 2001). Por tanto, si
consideramos (3.7), este término posee la misma importancia relativa que el término
que proporciona los esfuerzos elásticos, σ⋅∇  en la ecuación (3.10). Para obtener las
dimensiones del término que representa la atracción ejercida por la masa de la
intrusión (tercer término de la expresión 3.10), hemos de tener en cuenta que, a
profundidades suficientemente grandes (a<<c), la atracción de una distribución de
masas esférica, se puede aproximar por la atracción de una masa puntual. Además, la
variación volumétrica que experimentan las paredes de una cámara magmática de
radio a, como consecuencia del incremento de presión que genera la inyección de
magma, es igual a (McTigue, 1987):
aa4 2∆π ,                                                                                                             (3.12)
donde se supone que esta variación sólo depende del desplazamiento radial de sus
paredes, ∆a. Para obtener esta expresión hemos considerado que la variación que se
ha producido es pequeña con respecto al tamaño original de la cámara, es decir,
∆a<<a. De este modo, el término dependiente de 20 φρ ∇  tiene dimensiones de:
22
m0
caaG4 ∆ρρπ .                                                                                           (3.13)
La aportación de la atracción gravitatoria que ejerce la masa de la intrusión
frente a los esfuerzos elásticos, y, por tanto, frente a la fuerza que origina la
dilatación/contracción de la cámara, la podemos obtener a partir de la siguiente
relación:
uu µ
∆ρρπ
µ
∆ρρπ aaG4
c
c/aaG4 2
m0
2
22
m0 = .                                                             (3.14)
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Suponiendo una intrusión basáltica de densidad próxima a 3.103 kg m-3
(Rundle, 1982; Battaglia et al. 1999) y que la variación volumétrica de la roca que
alberga la cámara, a2∆a, es del orden de 0.1 km3, esta razón es igual a 10-4, cuando los
desplazamientos observados en la superficie terrestre son del orden del metro.
Aunque esta razón aumenta conforme disminuye el orden de magnitud de los
desplazamientos observados podemos despreciar el término fuente correspondiente
a la atracción gravitatoria que ejerce la intrusión de magma en la ecuación (3.10) sin
pérdida de precisión. Por tanto, los desplazamientos del medio están producidos,
principalmente por la expansión/contracción de la cámara. Fernández et al., (1997)
mostraron un ejemplo numérico en el que se observa este efecto (Figura 3.1).
Figura 3.1. Desplazamientos verticales y horizontales, inclinación del terreno y variaciones de
gravedad en superficie producidas por un centro de expansión de radio a = 1 km, con un incremento
de presión de 1 MPa y una masa puntual de 1 UM, situadas a 6 km de profundidad en el modelo de
corteza para la isla de Lanzarote descrito en Fernández y Rundle (1994a) (Fernández et al., 1997).
Los resultados indican que el parámetro β = 4πGρ, que muestra el efecto de
la interacción de la fuente con el medio elástico-gravitatorio, se puede ignorar en el
cálculo numérico de desplazamientos. A efectos prácticos, equivaldría a calcular
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desplazamientos puramente elásticos mediante la ecuación (3.10), ignorando el
término dependiente de - 20 φρ ∇ . Una vez se ha obtenido el campo de
desplazamientos, las variaciones de gravedad se obtendrían resolviendo (3.4).
Sin embargo, si consideramos las variaciones de gravedad que produce la
masa de la intrusión y calculamos de forma conjunta desplazamientos y variaciones
de gravedad, no podemos ignorar tan fácilmente el acoplamiento elástico-
gravitatorio. En este caso, el potencial perturbador que genera la fuente verifica la
siguiente ecuación:
( ) ( ) ( )
c
rr −∆+⋅∇−=+∇=∇
m
GuG ρπρπφφφ 44
021
22 .                                    (3.15)
Teniendo en cuenta la expresión (3.12), observamos que el laplaciano del potencial
causado por la masa de la intrusión, φ2  escala como 32 /4 caaG m ∆ρπ . Así, si
comparamos los potenciales φ1, debido al acoplamiento elástico-gravitatorio, dado
mediante la expresión (3.4), y φ2, obtenemos la siguiente razón, que proporciona la
magnitud relativa entre ambos:
aa
c
caaG4
cG4
2
2
32
m
0
∆∆ρπ
ρπ uu = .                                                                                  (3.16)
Para una fuente situada a 1 km de profundidad esta relación es igual a 10-1,
mientras que es igual a 1 para c = 10 km. Ambos potenciales son del mismo orden, es
decir, no se puede despreciar uno frente a otro. Además, el término correspondiente
a la fuente de masa es del mismo orden que los términos G-dependientes en la
ecuación (3.2). Así, la relación (3.16) muestra que, si tenemos en cuenta las
variaciones de gravedad que produce la masa de la intrusión, no podemos despreciar
el acoplamiento elástico-gravitatorio que produce el término correspondiente al
potencial φ1 en (3.15), cuya influencia también aparece en la ecuación de equilibrio
dada mediante la expresión (3.2).
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Battaglia (2001) obtiene estimaciones similares de la aportación de cada uno
de los términos del sistema formado por (3.2) y (3.15). A partir de aquí, indica que,
según los trabajos de Rundle (1978b) y Walsh y Rice (1979) las variaciones de
gravedad producidas por una fuente esférica inmersa en un medio homogéneo se
deben tan sólo a la masa de la intrusión. Por ello, consideran que la variación de
gravedad debida al acoplamiento se cancela (es decir, 01 =∇φ ), con lo que el
acoplamiento elástico-gravitatorio no es relevante para la interpretación de
variaciones de gravedad.
En el capítulo anterior hemos resumido las conclusiones de los trabajos de
Rundle (1978b) y Walsh y Rice (1979). Ambos muestran que las variaciones de
gravedad sobre la superficie de un medio puramente elástico y homogéneo, que causa
una fuente de presión, son iguales al efecto aire-libre que origina la deformación del
medio. Para realizar este estudio, estos autores supusieron que la cámara esta
saturada. Si consideramos la masa de la intrusión, las variaciones de gravedad se
obtienen al sumar la atracción que ejerce la masa deformada y la que ejerce la masa
de la intrusión (Okubo, 1991). Así, de los trabajos de Runde (1978b) y Walsh y Rice
(1979), en los que consideran medios puramente elásticos sin tener en cuenta el
acoplamiento y el efecto del término fuente correspondiente a la masa de la intrusión,
no se puede deducir que el acoplamiento existente entre gravedad y deformación es
despreciable.
Por otro lado, la relación (3.16) muestra que la atracción que ejerce la masa de
la intrusión es significativa para el cálculo de variaciones de gravedad. Fernández et al.
(1997) muestran, en el ejemplo de la Figura 3.1, que el efecto de la masa de la
intrusión sobre las variaciones de gravedad observadas en superficie puede ser
importante. Como consecuencia de nuestro estudio, podemos deducir que para
interpretar variaciones de gravedad hemos de considerar la masa de la intrusión.
Además, al ser el potencial gravitatorio que provoca la masa del mismo orden que el
que genera el acoplamiento elástico-gravitatorio, tampoco se puede ignorar la
interacción de la masa de la intrusión con el campo gravitatorio. Esta interacción se
debe a las diferencias que proporcionan las relaciones (3.8), (3.9) y (3.14). El error
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que se comete al despreciar los términos que representan el efecto del acoplamiento
elástico-gravitatorio y el efecto de la masa en la ecuación (3.2) se transmite al calcular
variaciones de gravedad puesto que φ1 depende de u y la ecuación (3.15) es continua.
Por tanto, el acoplamiento elástico-gravitatorio así como la atracción de la masa de la
intrusión pueden modificar considerablemente las variaciones de gravedad
producidas por la deformación del medio.
3.2. EJEMPLOS TEÓRICOS.
Una vez hemos estimado teóricamente la influencia del campo gravitatorio
sobre los desplazamientos y variaciones de gravedad, el objetivo de este apartado es
mostrar, mediante ejemplos, los resultados y conclusiones del análisis dimensional de
las ecuaciones del modelo elástico-gravitatorio. La primera conclusión, que hemos
extraído del análisis, es que despreciar la gravedad no supone un error significativo en
el cálculo de desplazamientos.
La Figura 3.2 muestra los desplazamientos producidos por un centro de
expansión en un medio elástico, junto con los producidos por la misma fuente en un
medio elástico-gravitatorio, siendo ambos medios homogéneos y de características
idénticas. Los medios poseen una densidad igual a 3000 kg cm-3 y parámetros de
Lamé λ = µ = 30 GPa. El centro de expansión, de radio 1 km y con un incremento
de presión de 103 MPa, está situado a 5 km de profundidad. Gráficamente, se
observa que los desplazamientos producidos por un centro de dilatación en un
semiespacio elástico son prácticamente iguales a los producidos por la misma fuente
situada a cierta profundidad en un medio elástico-gravitatorio. Como hemos
mostrado mediante el análisis de las ecuaciones, el efecto del acoplamiento del medio
es despreciable siendo ambas soluciones cualitativa y cuantitativamente similares. Los
desplazamientos producidos por la masa de la intrusión se pueden despreciar frente a
los causados por un incremento de presión en la cámara (Figuras 3.2b y 3.2c). Es
decir, la expansión/contracción del edificio volcánico está producida principalmente
por la variación volumétrica de la fuente.
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Figura 3.2. Desplazamientos verticales producidos por: (a) un centro de expansión de las
características descritas en el texto en un medio homogéneo puramente elástico (línea roja) y en un
medio elástico-gravitatorio (línea negra), (b) una masa puntual y (c) un centro de
dilatación/contracción de las características descritas en el texto (línea negra) y por la combinación de
la masa y de la presurización de la cámara (línea roja). El eje z apunta hacia el interior del medio de
forma que (a) y (c) muestran una elevación del terreno y (b) un hundimiento.
Para mostrar gráficamente los resultados, obtenidos en el apartado anterior,
sobre la influencia del medio al calcular las variaciones de gravedad, vamos a
considerar los siguientes casos: (1) variación de la presión en el interior de la cámara y
(2) inyección de magma junto con la presurización de la cámara que produce el
proceso de intrusión y/o variaciones de temperatura.
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La Figura 3.3 muestra las variaciones de gravedad en superficie, aire-libre y
Bouguer causadas por un centro de dilatación/contracción de las características
descritas en el ejemplo anterior.
Figura 3.3. (a). Variaciones de gravedad en superficie, gs, producidas por un centro de expansión de
las características descritas en el texto. El efecto del centro de expansión en un medio elástico-
gravitatorio se muestra mediante la línea negra. La línea roja muestra el efecto en un medio puramente
elástico. (b) Idem para las variaciones de gravedad aire-libre, gFA. (c) Variaciones de gravedad
Bouguer, gB.
Las variaciones de gravedad están causadas, en este caso, por la variación de
densidad que produce la deformación del medio. Se observa que las variaciones de
gravedad en superficie son iguales al efecto aire-libre (Figura 3.3b). Por tanto, las
variaciones de gravedad son iguales a las producidas por el mismo tipo de fuente
(centro de expansión) en un medio elástico, lo que permite despreciar el
acoplamiento del sistema (2.33), si no se tiene en cuenta el término fuente
correspondiente a la masa de la intrusión.
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Desde el punto de vista físico es imposible que se produzca un incremento de
la masa en la cámara sin una variación de presión en su interior. La cantidad de
magma inyectada en la cámara, ∆Vmagma , será una combinación de su expansión (∆Vf)
y de la compresión del magma almacenado (∆Vc), es decir, ∆Vmagma = ∆Vf + ∆Vc
(Delaney y McTigue, 1994). La compresión volumétrica del magma dependerá de las
condiciones del medio en el que se encuentre la cámara. Si la cavidad rocosa que
alberga el depósito no es rígida, la dilatación de la cámara será resultado de la
deformación elástica de sus paredes. El volumen de la cámara no aumenta
significativamente en este caso (Murase y McBirney, 1973). Por tanto, como ya
señaló Blake (1981), podemos considerar que el magma contenido en la cámara se
comprime para acomodar la cantidad de magma entrante, pero no se produce una
expansión volumétrica de la cámara importante. Si consideráramos tan sólo la masa
de la intrusión para calcular variaciones de gravedad, las diferencias entre las
calculadas a partir del modelo elástico y las calculadas a partir del modelo elástico-
gravitatorio son despreciables al eliminar el término correspondiente al acoplamiento
en la ecuación (3.15).
Como hemos señalado, la controversia entre los autores que trabajamos en
este problema surge al estudiar las variaciones de gravedad producidas por la
combinación de ambos tipos de fuente en un medio en el que se considera el campo
gravitatorio. Las variaciones de gravedad producidas en un medio elástico son
debidas a la masa de la intrusión, siendo el efecto de la variación volumétrica de la
cámara igual al efecto aire-libre de la masa deformada. En este trabajo hemos visto
que los potenciales φ1 y φ2 son del mismo orden en la ecuación (3.15), por lo que las
variaciones de densidad producidas por la dilatación de la fuente, ( )u⋅∇0ρ  no son
despreciables en un medio elástico-gravitatorio.
La Figura 3.4 muestra las diferencias que se producen al considerar dos
medios distintos, uno elástico y otro elástico-gravitatorio, además de la masa de la
intrusión y su interacción con el campo gravitatorio. Se combinan los efectos
producidos por el centro de expansión descrito previamente y los producidos por 1
UM (=1012 kg) situada a 5 km de profundidad.
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Figura 3.4. Variaciones de gravedad producidas por la combinación de una fuente de
dilatación/contracción y la carga puntual que representa la inyección de magma en la cámara en un
medio elástico (línea roja) y en un medio elástico-gravitatorio (línea negra), (a) en superficie, gS, (b)
aire-libre, gFA, y (c) Bouguer, gB.
En este ejemplo, el efecto del acoplamiento elástico-gravitatorio se observa
en las proximidades del origen (proyección de la fuente en superficie) y a una
distancia radial de, aproximadamente, 2 veces la profundidad de la fuente. El cambio
de patrón, signo y magnitud de las variaciones de gravedad corregidas por el efecto
aire-libre y Bouguer de la masa deformada, indican que el efecto de la masa de la
intrusión no se puede ignorar. Al eliminar el efecto de la masa deformada, Figura
3.4(b) y (c), observamos también como disminuye el efecto del acoplamiento
elástico-gravitatorio lo que indica que las variaciones de gravedad están afectadas por
el error que se introduce al despreciar los términos dependientes de G y de g en la
ecuación (3.2). La Figura 3.5 muestra la comparación de estos resultados con los
obtenidos en el ejemplo anterior. El efecto del acoplamiento elástico-gravitatorio,
aunque de menor magnitud que el efecto de la masa como se puede observar en la
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Figura (3.5), se puede detectar mediante observaciones de precisión. Por tanto, para
la interpretación de variaciones de gravedad observadas en zonas volcánicas es
necesario tener en cuenta la masa de la intrusión así como del campo gravitatorio.
Figura 3.5. Comparacion entre las variaciones de gravedad causadas por el centro de expansión y las
causadas por el centro de expansión+la masa puntual descritos en el texto en un medio elástico y otro
elástico-gravitatorio.
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CAPÍTULO 4
APLICACIÓN PRÁCTICA DEL MODELO
ELÁSTICO-GRAVITATORIO
La vigilancia geodésica de zonas activas conlleva, entre otras disciplinas, la
interpretación mediante modelos matemáticos de las deformaciones y variaciones de
gravedad observadas. Históricamente, los datos gravímetricos y de desplazamientos
se han interpretado por separado, debido, fundamentalmente, a problemas de
logística, limitaciones de cálculo y disponibilidad de modelos. Sin embargo, su
interpretación conjunta proporciona información sobre la dinámica de la cámara (p.
e., Rundle, 1982; Berrino et al., 1992; Rymer y Williams-Jones, 2000; Fernández et al.,
2001a) y, por tanto, información de los procesos que se están produciendo en su
interior. El modelo elástico-gravitatorio permite interpretar conjuntamente ambos
tipos de datos (p.e., Fernández et al., 1997).
En este capítulo vamos a mostrar, con ejemplos reales, lo que hemos visto
teóricamente: es más apropiado utilizar el modelo elástico-gravitatorio que utilizar
modelos elásticos que no consideren la atracción gravitatoria de la masa ni su
interacción con el campo gravitatorio. Por tanto, siempre que sea posible, las
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deformaciones y variaciones de gravedad se deberán interpretar conjuntamente. Su
interpretación por separado puede generar errores al determinar los parámetros de la
fuente de perturbación.
4.1. LONG VALLEY CALDERA (CALIFORNIA).
Esta caldera, de forma elíptica (Figura 4.1), se extiende 32 km en dirección
Este-Oeste por 17 km de Norte a Sur. Está situada al Este de la cordillera de Sierra
Nevada (California). Su elevación media es de 2200 m sobre el nivel del mar. Se
formó a partir de una erupción explosiva que tuvo lugar hace 0.7 millones de años y
que produjo, aproximadamente, 600 km3 de magma y aproximadamente 300 km3 de
cenizas que se dispersaron hacia el Oeste de la zona (Abers, 1985). El colapso de la
cámara magmática tras la erupción produjo un hundimiento del terreno, de más de 2
km de profundidad. A continuación, comenzó a desarrollarse un domo en su parte
Centro-Oeste. Bailey et al., (1976) proporcionan una descripción detallada de la
evolución de la caldera y de las fases volcánicas posteriores a su formación. Como
resumen, podemos señalar que en los últimos 500.000 de años se han producido, de
forma ocasional, algunas erupciones en el interior de la caldera o en sus márgenes.
Las erupciones más recientes tuvieron lugar hace, aproximadamente, 500 ó 600 años.
Como consecuencia, se formaron tres nuevos domos, localizados en la cadena
volcánica de Inyo. La mayor parte del magma que alimentó estas erupciones provenía
de una cámara situada bajo esta cadena volcánica, situada al Norte de Long Valley. La
erupción reciente más importante se produjo en su margen Oeste hace,
aproximadamente, 100.000 años (Bailey, et al.,1976; Hill, 1984).
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(a)
(b)
Figura 4.1. (a) Esquema de la geología de Long Valley (Tiampo et al., 2000). (b) Vista de la caldera
tomada desde Mammoth Mountain
Casa DiabloCasa Diablo
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4.1.1. Reactivación de la caldera, periodos de inflación y
observaciones gravimétricas.
Desde 1978 se han producido varios episodios de elevación del terreno y
actividad sísmica en Long Valley Caldera. Mientras que la elevación del terreno se ha
producido principalmente en el domo central de la caldera, la actividad sísmica se ha
concentrado al Sur de esta. Como consecuencia, la “California Division of
Highways” decidió nivelar la autopista 395, que surca la caldera desde Tom’s Place
hasta la ciudad de Lee Vining, situada al Norte de la caldera (Figura 4.1a). El
resultado de esta nivelación fue que se había producido una elevación de 200-250
mm desde el año 1975, en el que se había realizado la campaña anterior (Denlinger y
Riley, 1984). En 1982 y 1983 se llevaron a cabo nuevas campañas que demostraron
que esta elevación comenzó después de 1975, probablemente en 1978 ó 1979 y
continuó, a velocidad constante, hasta 1983 (Castle et al., 1984). El segundo periodo
de inflación del domo central, detectado en Long Valley, comenzó en octubre de
1989, tras varios años de calma relativa (p. e., Tiampo et al., 2000). La sismicidad en la
caldera aumentó junto con su actividad sobre Mamoth Mountain. En 1992 se alcanzó
una elevación de 8 cm sobre la línea de nivelación establecida a lo largo de la
autopista 395 y de 11 cm, cerca de la central térmica de Casa Diablo. Después, el
terreno comenzó a restablecer su forma original, situándose de nuevo en los niveles
de 1988 (Langbein, 1989; Langbein et al., 1993, 1995). El último episodio de actividad
tuvo lugar entre 1997 y 1998 (p. e., Fialko et al., 2001).
A comienzos de junio de 1980 se definió una red gravimétrica de precisión en
la región (Roberts et al., 1988). La Figura 4.2 muestra la localización de las estaciones
que la componen. La estación de referencia se encuentra localizada en Tom’s Place.
La red se extiende desde la cadena montañosa de Sierra Nevada, al Oeste de Lee
Vining, en dirección Sureste, hacia la estación de White Mountains, situada al Este de
Bishop. La red se observó anualmente desde su definición hasta el año 1985. Las
variaciones de gravedad espaciales y temporales, observadas en el intervalo de 1980-
1983, sugirieron que se estaba produciendo una inyección de magma, acompañada de
la elevación del terreno descrita anteriormente (Jachens y Roberts, 1985).
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Figura 4.2. Mapa de Long Valley donde se muestra las redes diseñadas para las observaciones
gravimétricas, de nivelación y nivel freático. Estaciones gravimétricas: BR, Benton Range; LV, Lee
Vining; RC, Rock Creek; y TP, Tom’s Place (Battaglia et al., 1999).
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Figura 4.3. (A) Variaciones de gravedad (µGal) en Long Valley (1982-1998). La línea blanca es la
frontera del domo. (B) Elevación en Long Valley Caldera entre 1982 y 1998. (C) Variaciones de
gravedad aire-libre (Battaglia et al., 1999).
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Battaglia et al. (1999) realizaron una campaña durante el mes de julio de 1998.
Midieron la gravedad en 34 estaciones de la red, tomando como referencia la estación
situada en Tom’s Place. Estos autores observaron que, entre julio de 1982 y julio de
1992, la gravedad disminuyó considerablemente en el interior de la caldera. Las
medidas revelaron un descenso de –107 ± 6 µGal centrado sobre el domo, mientras
que las estaciones que se tomaron como control no reflejaron tal variación. Después
de corregir las medidas del efecto de la deformación del terreno (efecto aire-libre) y
del efecto de las variaciones del nivel freático, las variaciones de gravedad mostraban
un máximo de 64 ± 16 µGal sobre el domo (Figura 4.3). A partir de estos datos
Battaglia et al. (1999) estiman un valor de 3300 kg m-3 para la densidad de la intrusión.
Este valor lo interpretan como indicador de que, en Long Valley, se estaba
produciendo una intrusión basáltica.
Aunque los modelos utilizados para interpretar los periodos de carga que se
han observado en Long Valley difieren significativamente, la mayoría tiene en común
dos fuentes de deformación: una situada a una profundidad de 7-10 km bajo el domo
central y otra fuente secundaria localizada en el margen sur de la caldera a una
profundidad de entre 4 y 8 km. Algunos autores también consideran una falla que
sitúan al sur de la caldera, donde se ha concentrado principalmente la actividad
sísmica.
Tiampo et al. (2000) modelaron el segundo periodo de expansión invirtiendo
datos de nivelación y distanciometría de alta precisión mediante un algoritmo
genético (AG). En este trabajo, compararon los resultados obtenidos al invertir los
datos observados suponiendo que éstos estaban causados por dos fuentes esféricas
tipo Mogi (Mogi, 1958) con los obtenidos al considerar dos elipsoides de tipo Yang-
Davis (Davis, 1986; Yang et al., 1988). Los parámetros que caracterizaban las fuentes
esféricas proporcionaron datos sintéticos (valores calculados a partir de un modelo)
que ajustaban mejor las observaciones. La fuente más grande, de volumen de 0.036
km3, estaba situada a una profundidad de 9.9 km bajo el domo, mientras que la
segunda, de tan sólo 0.008 km3, se encontraba a una profundidad de 7.3 km bajo el
margen sur de la caldera. La profundidad de las fuentes de geometría elipsoidal
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estaba intercambiada: la más grande, con un volumen de 0.037 km3, se encontraba a
9.6 km de profundidad y la más pequeña, con un volumen de 0.002 km3, a 11.8 km.
Además, señalaron la necesidad de incluir fuentes adicionales en el proceso de
inversión. En particular, propusieron incluir en el modelo una de las fallas existentes
al Noroeste de la caldera.
4.1.2. Aplicación del modelo elástico-gravitatorio a Long Valley
Caldera.
El modelo de deformación elástico-gravitatorio permite realizar
combinaciones entre la variación de presión que se produce en el interior de la
cámara y la masa de la intrusión, sin necesidad de suponer que la variación
volumétrica de la cámara se debe, exclusivamente, a un incremento de masa. Este
hecho permite interpretar casos particulares como aquellos en los que las variaciones
de gravedad se producen sin deformaciones del terreno. Además, debido a su
generalidad, el modelo elástico-gravitatorio permite incluir estructuras elásticas que
pueden darse, de forma ocasional, en regímenes volcánicos, como por ejemplo,
características del medio poco corrientes o rellenos de cámara con material de baja
densidad. En este caso, vamos a comparar los resultados obtenidos mediante el
modelo elástico-gravitatorio con los que se obtienen a partir del modelo elástico para
interpretar las deformaciones y variaciones de gravedad observadas en Long Valley
Caldera durante el segundo periodo de inflación (1989-1992). Para ello, partimos de
los resultados obtenidos por Battaglia et al. (1999) y por Tiampo et al. (2000).
Consideremos dos fuentes puntuales de deformación con simetría esférica. El
incremento de masa y presión finales, los podemos obtener a partir de los resultados
de Tiampo et al. (2000), considerando la variación de volumen que se produjo en el
primer periodo de inflación y el radio inicial de las fuentes. En la ecuación (McTigue,
1987):
1a
a4p ∆µ= ,                                                                                                          (4.1)
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p es la variación de presión de la fuente, µ es la constante de rigidez del medio, a1 es
el radio inicial de la intrusión y ∆a1 es la variación que sufre este parámetro como
consecuencia de la variación de volumen que causa p. La relación existente entre el
radio y su variación la podemos calcular a partir de la variación volumétrica de la
cámara, que denotaremos por ∆Vf . Así, si consideramos una fuente esférica (Charco
et al., 2002):




−
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f
π
∆µ .                                                                               (4.2)
En este caso, el radio inicial de las fuentes, a1, será igual a 4 km para la fuente más
profunda (Elbring y Rundle, 1986) y de 1.5 km para la fuente situada bajo el margen
sur (Sanders, 1984). También nos interesa conocer el incremento de masa que se
produjo en la cámara durante el segundo periodo de inflación. Utilizando la misma
aproximación realizada por Battaglia et al. (1999), es decir, sin considerar el volumen
de compresión del magma existente en la cámara, el incremento de masa, M, será:
M = fm V∆ρ ,                                                                                                      (4.3)
donde ρm es la densidad del magma. Una densidad del magma igual a 3300 kg m-3
(Battaglia et al., 1999) proporciona, teniendo en cuenta las expresiones (4.1) y (4.2),
los siguientes valores: p = 9 MPa para la fuente bajo el domo, con un incremento de
masa de 0.1188 UM y un incremento de presión de 37.7 MPa para la fuente más
superficial con M = 0.026 UM. Estos valores son necesarios tanto para la aplicación
del modelo elástico como para la del elástico-gravitatorio.
La Figura 4.4 muestra los desplazamientos y variaciones de gravedad
calculados mediante un modelo elástico. El medio, en el que se sitúan las dos fuentes
de presión puntuales con simetría esférica, es un semiespacio homogéneo con ν =
0.25. Los desplazamientos  verticales de la superficie  son similares a los observados
en  Long  Valley  durante  el  segundo  periodo  de  inflación  (Langbein  et  al., 1993;
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Figura 4.4. Resultados obtenidos considerando un semiespacio homogéneo y dos fuentes de Mogi de
características dadas en el texto. (a) Desplazamientos verticales en cm (b) Variaciones de gravedad
aire-libre en µGal (modificada de Fernández et al., 2001b).
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Langbein et al., 1995; Tiampo et al., 2000). Sin embargo, las variaciones de gravedad
aire-libre son nulas, como hemos visto en el análisis de las ecuaciones realizado en el
capítulo anterior. Puesto que para la modelización elástica no hemos considerado la
masa de la intrusión ni el acoplamiento elástico-gravitatorio, este resultado confirma,
como ya señalaron Battaglia et al., (1999), que las variaciones de gravedad observadas
en Long Valley fueron producidas por un cambio de la masa en el sistema.
En la Figura 4.5 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el modelo
elástico-gravitatorio. En esta modelización, además del incremento de presión que
causa la dilatación de la cámara, se tienen en cuenta las variaciones de masa y su
interacción con el campo gravitatorio terrestre. Los desplazamientos verticales
(Figura 4.5a) coinciden con los desplazamientos que se muestran en la Figura 4.4a. El
patrón de las variaciones de gravedad aire-libre es similar al de las variaciones
observadas (Battaglia et al. 1999), con un máximo de signo positivo situado sobre el
domo central de la caldera.
Mediante la aplicación práctica del modelo elástico-gravitatorio, las Figuras
4.4 y 4.5 reflejan lo que se obtuvo en el Capítulo 3: la intensidad del centro de
expansión es responsable de los desplazamientos del medio, mientras que la masa de
la intrusión juega un papel determinante en la interpretación de variaciones de
gravedad. Por ello se recomienda, cuando sea posible, la inversión conjunta de ambos
tipos de observación, con el fin de discriminar el papel determinante de los
parámetros de la fuente sobre los efectos observados y obtener, así, sus valores
adecuados. Los resultados del modelo elástico-gravitatorio ponen de manifiesto su
generalidad. Aunque en esta zona volcánica, un modelo elástico puede explicar las
observaciones realizadas, siempre y cuando se tenga en cuenta la masa de la
intrusión, mediante el modelo elástico-gravitatorio hemos obtenido resultados
comparables a los de Battaglia et al. (1999) sin necesidad de realizar la hipótesis
adicional de que la expansión volumétrica de la cámara es igual a la variación de masa
que se produce en su interior.
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Figura 4.5. (a) Desplazamientos verticales calculados mediante el modelo elástico-gravitatorio
considerando el efecto de la masa y del centro de expansión emplazado en un semiespacio
homogéneo elástico-gravitatorio. (b) Variaciones de gravedad aire-libre en µGal. Las características de
las fuentes están descritas en el texto (modificado de Fernández et al., 2001b).
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4.2. INVERSIÓN DE VARIACIONES DE GRAVEDAD EN LONG
VALLEY CALDERA.
En el apartado anterior hemos utilizado los parámetros de fuente calculados
por otros autores para estudiar el efecto de la masa y del campo gravitatorio en la
modelización. Los desplazamientos y variaciones de gravedad sintéticos, calculados a
partir del modelo elástico-gravitatorio, han mostrado la generalidad y eficacia de este
modelo. Por ello, en este apartado procederemos a interpretar las variaciones de
gravedad observadas en Long Valley Caldera por Battaglia et al. (1999) utilizando este
modelo de deformación.
Uno de los problemas de la geodesia y geofísica es determinar, mediante
datos de observación, las propiedades del interior de la Tierra o de una fuente que
está causando un determinado fenómeno. Esto se denomina problema inverso y se
encuentra dentro de la disciplina matemática que se conoce como optimización (p.e.,
Tarantola, 1987). El problema directo consiste en obtener una relación matemática
entre los datos y un determinado modelo terrestre que simula el comportamiento del
medio (Figura 4.6).
Figura 4.6. Definición tradicional del problema directo e inverso.
Normalmente, los datos de observación que se utilizan en este tipo de
problemas son finitos, puesto que han sido obtenidos en un número finito de
estaciones y están contaminados por ruidos de tipo diferente. Sin embargo, en
muchos problemas de inversión, el modelo de parámetros que queremos determinar
es una función continua, por lo que los datos no suelen proporcionar información
suficiente para determinar este modelo de forma única. Además, muchos problemas
PROBLEMA INVERSO
PROBLEMA DIRECTO
MODELO m DATOS d
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no son lineales, lo que da lugar a funciones de evaluación irregulares, que presentan
numerosos máximos (o mínimos) relativos. Para obtener información sobre el
conjunto de parámetros que controla un determinado fenómeno se han propuesto
diferentes técnicas de optimización lineal multiparamétrica. Tradicionalmente, se
empleaban técnicas locales como el método del gradiente conjugado o determinados
métodos iterativos, que se basan en la información que proporciona el gradiente de
una función de evaluación para mejorar cierto modelo de partida (origen). Este tipo
de técnicas evita la exploración intensa del espacio muestral que configuran los
posibles modelos-solución, y depende en gran medida del origen. La búsqueda a la
que conducen estas técnicas puede converger a un máximo (o mínimo) relativo de la
función de evaluación correspondiente a un modelo-solución erróneo o conllevar la
inestabilidad del método. Con el fin de evitar la ambigüedad inherente al problema
inverso se utilizan técnicas de optimización global.
Los métodos de Monte-Carlo, que utilizan información aleatoria para
maximizar (o minimizar) la función de evaluación representativa del problema (p.e.,
Sambridge y Mosegaard, 2002), se encuentran entre las técnicas de optimización
globales. Recientemente, se han propuesto métodos de inversión basados en
algoritmos genéticos (AG) para resolver numerosos problemas geofísicos (p. e.,
Stoffa y Sen, 1991; Billings et al., 1994; Boschetti et al., 1996; Beauducel et al., 2000;
Montesinos, 2002). Los AG también utilizan procesos aleatorios para encontrar una
solución “próxima” a la solución óptima, que proporciona el máximo (o mínimo)
absoluto de la función de evaluación. Sin embargo, su habilidad de incorporar
información adicional sobre el modelo, cuando todavía se está explorando el espacio
muestral, lo convierte en un método de búsqueda dirigida. La exploración exhaustiva
que realizan los métodos de Monte-Carlo sugiere que los AG son más eficientes en
este sentido (Gallagher et al., 1991).
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4.2.1. Técnica de inversión.
El desarrollo original de los AG se atribuye a Holland (Holland, 1975). Están
basados en las leyes de evolución propuestas por Darwin hace dos siglos: los
individuos más capaces de adaptarse a su habitat natural tendrán mas oportunidades
de sobrevivir y reproducirse, lo que significará que sus genes se transmitirán
generación tras generación.
Como hemos mencionado, el problema inverso consiste en buscar los
parámetros que controlan la respuesta del medio ante una determinada perturbación.
Este conjunto de parámetros representa el modelo óptimo. Utilizando el AG, los
parámetros se codifican como si fueran los genes de un individuo. Para cada uno de
los parámetros que forman el modelo, se establecen unos límites entre los que se
tiene que encontrar la solución del problema. Comenzando con un número de
parámetros que forman un conjunto inicial generado de forma aleatoria, este
algoritmo modifica la solución mediante el uso de operadores de evolución:
selección, cruzamiento y mutación, que alteran la composición de cada uno de los
conjuntos. El grado de bondad de cada individuo es evaluado mediante una función
que juega el papel del hábitat natural. Después, los mejores individuos de cada
generación se combinan, utilizando reglas probabilísticas, para formar una nueva
generación de descendientes. A los individuos que proporcionan datos sintéticos que
ajustan mejor los datos de observación, se les da un mayor número de oportunidades
para que intercambien su información genética cruzándolos. Esto proporciona
descendientes que comparten características comunes a ambos padres. Después del
cruzamiento, generalmente se aplica un proceso de mutación aleatorio, con el fin de
alterar alguno de los parámetros que constituye una determinada cadena genética.
Este procedimiento se aplica para que la población mantenga cierta diversidad, que
se va perdiendo gradualmente durante el proceso. Puesto que la mutación afecta a un
solo parámetro de alguno de los modelos, la exploración total que realiza el AG, se
verá poco perturbada siendo esta perturbación comparable a una búsqueda aleatoria
local (Gallagher et al., 1991). Cuando la probabilidad de aplicar la mutación aumenta,
aumenta el grado de aleatoriedad y, por tanto, el algoritmo se asemejará a un método
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de Monte-Carlo. Normalmente, para asegurarse de que en cada generación se
obtienen mejores descendientes, se asigna una probabilidad alta al cruzamiento
(superior a 0.7). La probabilidad de mutación se establece, normalmente, mediante el
inverso del número de parámetros que configuran el modelo (Goldberg, 1989;
Wright, 1991).
La Figura 4.7 muestra un esquema del programa que vamos a emplear en este
trabajo. Este programa desarrollado por Tiampo et al. (2000, 2003) ha sido
modificado para una de las aplicaciones realizadas en esta memoria. En particular,
hemos modificado la función de evaluación teniendo en cuenta la linealidad del
modelo elástico-gravitatorio.
Figura 4.7. Esquema del programa donde se aplica el algoritmo genético simple (modificada de
Tiampo et al., 2000).
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Tras generarse una primera población aleatoriamente, los individuos se
clasifican, del mejor al peor, mediante una función que mide el grado de bondad de
cada individuo. Esta función se obtiene a partir de la distribución χ2, que mide la
diferencia ente las medidas reales y los datos sintéticos que proporciona cada modelo.
Se seleccionan los miembros que dan diferencias más pequeñas, al compararlos con
la evaluación relativa del resto de modelos que configuran la muestra. Entonces, el
cruzamiento y la mutación alteran la nueva población seleccionada, mediante un
proceso controlado de intercambio aleatorio de información (Figura 4.8). Al
completar estos procesos, la población se vuelve a evaluar y se repite de nuevo el
procedimiento, explotando la información que proporcionan las generaciones previas
para mejorar la búsqueda, hasta que alguna de las poblaciones verifica una condición
establecida a priori.
Figura 4.8. Operadores que intervienen en el código mostrado en la Figura 4.7. (a) Cruzamiento, dos
individuos emparejados aleatoriamente, intercambian sus genes en base a una posición elegida
aleatoriamente; (b) mutación o alteración aleatoria de alguno de los genes del individuo (modificada
de Tiampo et al. 2000).
Una de las características específicas del AG empleado es que la codificación
de los genes es real (Tiampo et al., 2000). Normalmente, estos genes se representan
mediante cadenas en código binario. Al utilizar valores reales, se aumenta la eficacia
del algoritmo puesto que se elimina la conversión a código binario que hay que
realizar cuando se evalúa cada modelo. Tampoco hay perdida de precisión por no
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considerar una representación binaria ya que las subrutinas que se encargan del
cruzamiento y de la mutación de los individuos se modifican para tal fin (Wright,
1991).
En los procesos de evolución hay dos factores importantes: la diversidad de
la población y la presión selectiva (Whitley, 1989). Estos factores están relacionados
fuertemente. El aumento de la presión selectiva disminuye la diversidad en la
población (Michalewicz, 1992). Por tanto, es importante extraer un balance de
ambos. La “función elitista” es uno de los mecanismos para conseguirlo. Esta
función fuerza a que se preserve el mejor miembro de la generación actual y el
correspondiente a su generación antecesora, permitiendo, así, el incesto entre padres
e hijos.
Al aplicar el AG surgen varios problemas, entre los que se encuentra la
convergencia prematura. Cuando se genera un modelo relativamente bueno frente al
resto, puede ocurrir que el AG realice múltiples copias de éste, aunque no esté
próximo a ser el modelo óptimo, sustituyendo así al resto de la población. Esto,
particularmente pasa cuando la población es pequeña. Otro de los problemas que
surge relacionado con la convergencia prematura es que, al copiarse el individuo
antes mencionado, disminuye la variabilidad de las funciones de evaluación, es decir,
no habrá modelos que destaquen, por lo que se reducirá de nuevo la presión selectiva
del algoritmo. Para prevenir que la búsqueda se estanque y que se produzca la
convergencia prematura, este algoritmo utiliza una “función de ventanado”. Esta
función sustrae el valor de evaluación que proporciona el peor miembro de la
generación antecesora del valor de evaluación que proporciona cada miembro de la
nueva generación. Después se calcula el grado de bondad teniendo en cuenta estos
nuevos valores, lo que proporcionará mayor presión selectiva. Este proceso asegura
que los miembros de mejor evaluación relativa se incluyan en mayor proporción en
subsecuentes generaciones (Tiampo et al., 2000).
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4.2.2. Función de evaluación.
El AG busca el conjunto de parámetros que caracteriza el modelo que
proporciona un valor de la función de evaluación mejor, es decir, el modelo que
proporciona unos datos sintéticos más próximos a los datos de observación. La
evaluación de cualquier modelo se realiza en una subrutina, que contiene la
información geofísica referente a cada problema. El código utilizado en este ejemplo,
trata de encontrar los parámetros (localización x-y, profundidad, radio, masa e
incremento de presión en la cámara) que minimizan la diferencia entre la respuesta
del modelo y las medidas de gravedad descritas en el apartado anterior. Por tanto, la
función de evaluación será alguna de las funciones apropiadas para medir esta
diferencia. En este trabajo se emplea la función χ2:
( )( )∑ −=
k
k
kk
xfy
2
2
2
σχ ,                                                                                        (4.3)
siendo yk las variaciones de gravedad aire-libre medidas, f(xk) las variaciones de
gravedad calculadas mediante el modelo y σk la desviación típica de cada medida, con
k el número de medida (Taylor, 1982; Bevington y Robinson, 1992). Por tanto,
nuestro problema consiste en minimizar la expresión (4.3), lo que es equivalente a
maximizar su inversa, que denominamos FV:
2
1
χ=FV .                                                                                                           (4.4)
4.2.3. Sensibilidad del AG.
Para estudiar la eficacia del AG para obtener los parámetros de la fuente
correctos al invertir medidas de observación, hemos realizado un test de sensibilidad
considerando dos fuentes diferentes. Ambas fuentes, con una masa igual a 1 UM, las
hemos situado a una profundidad de 2 km. El tamaño de cada una es diferente. A la
más grande, de radio 1.5 km, se le asigna un incremento de presión de 250 bares,
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mientras que la pequeña, de presión igual a 80 bares, tiene un radio de 0.75 km. En
cada caso, para estudiar la sensibilidad de cada parámetro, consideramos diferentes
modelos en los que uno de los parámetros varía mientras que los cinco restantes
permanecen fijos. Los datos sintéticos que se obtienen a partir de estos modelos se
invierten mediante el AG, obteniéndose, así, diferentes valores de la función FV. En
este ejemplo, estudiamos tanto eficacia del AG para resolver los parámetros de la
fuente considerando deformaciones como su eficacia al considerar medidas
gravimétricas. Las Figuras 4.9 y 4.10 muestran los resultados. En cada caso, frente a
la variable en cuestión normalizada se representa el valor de la función FV, dada
mediante la expresión (4.4).
Figura 4.9. Sensibilidad de la inversión a varios parámetros del modelo elástico-gravitatorio, relativo a
la deformación del terreno (izquierda) y a las variaciones de gravedad (derecha). Fuente de presión
igual a 80 bares con radio de 0.75 km. (Tiampo et al., 2003)
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La pendiente de las gráficas correspondientes a las variables que
proporcionan la localización de la fuente, x (o y), varía. Estas gráficas tienen, bien
definido, un sólo máximo para ambos tipos de medidas, lo que muestra la
capacidad del AG para resolver estos parámetros ya que el patrón de los datos
depende fuertemente de la localización de la fuente. Sin embargo, para la fuente de
menor tamaño, las medidas gravimétricas resuelven mejor el parámetro x, mientras
que para la mayor, son las medidas de deformación las que mejor resuelven este
parámetro. Para el parámetro profundidad, ocurre justamente lo contrario, lo que
ilustra de nuevo la importancia de incluir ambos tipos de medidas para interpretar
los procesos volcánicos.
Figura 4.10.Sensibilidad de la inversión a varios parámetros del modelo elástico-gravitatorio, relativo
a la deformación del terreno (izquierda) y a las variaciones de gravedad (derecha). Fuente de presión
igual a 250 bares con radio de 1.5 km. (Tiampo et al., 2003)
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Las gráficas que muestran la sensibilidad del AG para obtener la masa de la
intrusión tienen, también, un máximo bien definido. Mientras que las medidas de
deformación son muy sensibles a los parámetros radio e incremento de presión, las
medidas gravimétricas no lo son. Sin embargo, al aumentar la presión, las medidas
gravimétricas son cada vez más sensibles a ambos parámetros, al verse enmascarado
el efecto de la masa por el efecto aire-libre. Para el parámetro radio, la función FV
permanece casi plana hasta que alcanza un determinado valor, a partir del cual, su
gráfica decrece rápidamente. Esto implica que el AG tiende a proporcionar valores
pequeños para el radio.
4.2.4. Resultados de la inversión realizada con el AG en Long Valley.
Para obtener los parámetros-fuente a partir de las medidas gravimétricas
descritas anteriormente, utilizamos un modelo elástico-gravitatorio, en el que fijamos
las propiedades del medio. Éstas se muestran en la Tabla 4.1.
Capa
Espesor
(km)
ρ
(103 kg/m3)
µ
1010 Pa
λ
1010 Pa
1
Semiespacio
2.0 2.56
2.65
1.5
5.0
3.82
2.7
Tabla 4.1. Densidad y parámetros de Lamé para el modelo cortical empleado en Long Valley Caldera.
La densidad y los parámetros de Lamé que se muestran en esta tabla, los
hemos estimado a partir de la información geológica que proporcionan Hill et al.
(1985) mediante la metodología que describen Fernández y Díez (1995). La capa
superior, de 2 km de espesor, representa el depósito consolidado de cenizas y piedras
pómez que se formó durante la erupción que originó la formación de Long Valley
Caldera, junto con los sedimentos y productos volcánicos depositados
posteriormente. Los granitos, que se encuentran por debajo de esta capa, tienen una
rigidez igual a 50 GPa. Representan el basamento prevolcánico del área (Bailey,
1989). La toba que cubre los alrededores de Bishop se encuentra a una determinada
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profundidad en la caldera y también aparece como inclusiones en las riolitas
presentes en el interior de la caldera (Hill et al., 1985). Abers (1985) asigna una
densidad de 2.4 g m-3 a la toba, bien asentada, situada en los alrededores de Bishop.
En este trabajo, le asignamos una densidad de 2.56 g m-3 que se encuentra dentro de
los límites calculados por este autor a partir de las velocidades observadas en las
diferentes capas que conforman su modelo, utilizando la relación velocidad-densidad
de Nafe-Drake (p. e., Grant y West, 1965).
En primer lugar, estimamos los parámetros de localización (x e y),
profundidad, variación de presión, radio e incremento de masa de una fuente puntual
esférica inmersa en un semiespacio elástico-gravitatorio de características descritas
anteriormente. Los valores obtenidos para estos parámetros se muestran en la Tabla
4.2.
Parametro Valor
λ
φ
Profundidad, c (km)
Incremento de presión, P (MPa)
Radio, a (km)
Incremento de masa, M (1UM=1012 kg)
118º 53’ 59’’W
37º 41’ 58’’ N
8.4
33.2
0.4
0.53 UM
Tabla 4.2. Parámetros de la fuente obtenidos mediante el AG considerando una sóla fuente.
La Figura 4.11 muestra las variaciones de gravedad aire-libre calculadas a
partir de estos parámetros, junto con la gravedad residual de los puntos estación. El
máximo de 50 µGal, que se predice con el modelo, se encuentra bajo el domo central
de la caldera, que se ha elevado en varias ocasiones durante los últimos 20 años.
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(a)
(b)
Figura 4.11. (a) Variaciones de gravedad aire-libre en miligales calculadas a partir de los
resultados de la inversión realizada para una fuente esférica puntual inmersa en el medio descrito
en la Tabla 4.1. Los valores numéricos indican la variación de gravedad aire-libre con su error en
µGal en cada una de las estaciones de la red. (b) Localización de la fuente en la caldera.
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En la Figura 4.12. se muestra una comparación entre las variaciones de
gravedad aire-libre calculadas y observadas en el periodo comprendido entre 1982 y
1998, en función de la distancia radial a la fuente.
Figura 4.12. Comparación de las variaciones de gravedad aire-libre observadas y calculadas, a partir de
los parámetros que se muestran en la Tabla 4.2, en función de la distancia radial a la proyección de la
fuente en superficie.
Las variaciones de gravedad modeladas están causadas principalmente por un
incremento de masa en la cámara. El efecto de la presión de la cámara sobre las
variaciones de gravedad es proporcional a pa3. Como hemos señalado, las medidas
gravimétricas no son muy sensibles a los parámetros que proporcionan el radio e
incremento de presión en la cámara por lo que los valores estimados para estos
párametros son pequeños (Tabla 4.2). Aunque el patrón de las observaciones (Figura
4.3c) es diferente al patrón de las variaciones de gravedad calculadas, las Figuras 4.11
y 4.12 muestran que en Long Valley debe haber habido inyección de magma junto
con cierto incremento de presión en la cámara existente bajo la caldera, conclusión a
la que llegábamos también en el apartado anterior.
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Teniendo en cuenta este hecho y que algunos modelos utilizados para
interpretar las deformaciones y variaciones de gravedad observadas en Long Valley
consideran más de una fuente (p. e., Hill et al., 1985; Langbein et al., 1995; Fialko et
al., 2001; Tiampo et al., 2000; Battaglia et al., 2003), hemos intentado modelar las
variaciones de gravedad observadas entre 1982 y 1998 utilizando dos fuentes. En este
caso se dobla el número de incógnitas a determinar. Al ser el modelo elástico-
gravitatorio lineal la solución del problema directo es la suma de  los efectos que
causa cada una de ellas. Esta modelización es consistente con los resultados de
diferentes experiencias geológicas y geofísicas realizadas en Long Valley (p.e., Bailey,
1989; Weiland et al., 1995). En principio, la fuente más profunda representa la situada
bajo el domo central de la caldera, mientras que la secundaria representa la fuente
situada en el margen sur de la caldera (Langbein et al., 1995).
La Tabla 4.3 muestra los parámetros obtenidos a partir de la inversión de los
datos gravimétricos. En la Figura 4.13 podemos observar las variaciones de gravedad
aire-libre calculadas a partir de estos valores.
Parámetros Fuente 1 Fuente 2
λ
φ
Profundidad c (km)
Incremento de presión P, (MPa)
Radio a (km)
Incremento de masa, M (1UM=1012 kg)
118º 54’ 17’’W
37º 41’23.8’’N
6.6
9.6
0.5
0.27 UM
118º55’22’’W
37º 37’ 51’’N
7.5
23.7
0.2
0.2 UM
Tabla 4.3. Parámetros de las dos fuentes consideradas al invertir los datos gravimétricos descritos en
el apartado anterior.
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(a)
(b)
Figura 4.13. Idem a la Figura 4.11 para el caso de la inversión de dos fuentes puntuales
esféricas.
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Al considerar dos fuentes de perturbación, en la Figura 4.13 observamos un
cambio de patrón en las variaciones de gravedad aire-libre. La situación del valor
máximo se encuentra más cercana a la situación del observado de lo que lo estaba en
el caso anterior. Este valor es del mismo orden que el valor que se obtuvo al
considerar una sola fuente. Mientras que el modelo de una fuente ajusta la magnitud
de las variaciones de gravedad (dentro de los límites que proporcionan el error
cuadrático medio de los datos), el modelo de dos fuentes ajusta tanto la magnitud
como el patrón.
La Tabla 4.4 proporciona una comparación de cómo se ajustan las
variaciones de gravedad calculadas a los datos de observación considerando una o
dos fuentes. La bondad del ajuste, R2, se define mediante:
∑−=
k
kk
y
R 22
2
2 1 σ
χ ,                                                                                             (4.5)
lo que representa la habilidad del modelo para ajustar los datos de observación. Esta
es ligeramente inferior para el modelo de dos fuentes, puesto que es más difícil
resolver los parámetros de la fuente secundaria. El error de los datos de observación
es muy grande (Figura 4.12) y al introducir esta fuente en la modelización aumenta el
número de grados de libertad del problema. La solución que se obtiene con el
modelo de dos fuentes, en particular la proximidad de ambas fuentes, sugiere que las
variaciones de gravedad pueden estar causadas por una fuente extensa de gran
tamaño situada bajo el domo central de la caldera y no por lo que múltiples trabajos
sobre Long Valley se denomina fuente del margen sur.
Número de fuentes χ2 R2
1 13.04 0.85
2 17.7 0.79
Tabla 4.4. Ajuste del modelo de una y dos fuentes. χ2, es el valor de esta función que viene dada en la
expresión (4.3). R2 es la bondad del ajuste. Si R2=1 el modelo es capaz de explicar los datos de
observación. Si R2=0 el modelo no tiene esta habilidad.
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Fialko et al. (2001) realizaron una inversión conjunta de datos InSAR y de
datos de distanciometría correspondientes al periodo comprendido entre 1996 y
1998. Esta inversión sugiere que la fuente de deformación situada a
aproximadamente 7 km de profundidad tiene forma elipsoidal. Battaglia et al. (2003)
modelaron la fuente de expansión/contracción situada bajo Long Valley utilizando
conjuntamente medidas de deformación y de microgravedad. La fuente de
deformación, un elipsoide orientado verticalmente en el interior del medio, estaba
situada a 5.9 km de profundidad bajo el domo central. Por tanto, los resultados de
estos autores junto con los obtenidos mediante la segunda inversión (dos fuentes)
sugieren que no podemos desechar la hipótesis de que las variaciones de gravedad
estén causadas por una única fuente, que no es puntual sino que posee cierta
distribución espacial, representada, de forma aproximada, mediante las dos fuentes
puntuales (Figura 4.13b).
Los resultados del test de sensibilidad mostrado en la sección anterior nos
sugirieron realizar una nueva inversión considerando un rango mayor de variación
para el incremento de presión de la fuente principal y para el radio y masa de la
segunda fuente. Aunque el valor de la función FV que se obtiene es también inferior
al valor que se obtiene si se considera una única fuente, la diferencia de los
incrementos de presión que se producen como consecuencia de la inyección de
material en ambas fuentes es despreciable (43.5 y 46.7 MPa, respectivamente). Esto
indica de nuevo que las variaciones de gravedad pueden estar causadas por una
fuente extensa no puntual, es decir, ambas fuentes representarían una única cámara
magmática.
La variación de volumen que se produce en la cámara es una combinación del
magma inyectado en su interior y de otros factores, entre los que se encuentra la
compresión del magma depositado previamente en la cámara. La variación de
volumen que se produce en el edificio volcánico es resultado de la expansión de la
cámara y de la deformación que produce la dilatación del medio. Por tanto, la
variación de volumen de la fuente que causa un exceso de presión en su interior
puede no ser igual al volumen de magma que entra en la cámara como consecuencia
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de la inyección de material nuevo. Además, hemos visto a lo largo de este apartado
que la deformación está causada principalmente por la presurización de la fuente
mientras que las medidas gravimétricas no son muy sensibles a los parámetros que
representan el incremento de presión y radio. Este hecho nos lleva a concluir que las
variaciones de presión calculadas mediante la inversión podrían no ser capaces de
reproducir los desplazamientos verticales observados en Long Valley Caldera durante
1982-1998. De hecho, eso es lo que ocurre. Sin embargo, si consideramos que la
expansión volumétrica de la cámara ha sido causada por un incremento de masa de
densidad 3300 kg m-3 (Battaglia et al., 1999) obtenemos valores de deformación que
se encuentran dentro de los límites estimados por Battaglia et al. (1999). Estos datos
sintéticos ajustan la elevación del terreno observada en este amplio periodo de
tiempo. Por tanto, este resultado junto los que se han obtenido anteriormente
destaca otra vez la importancia de invertir conjuntamente datos de deformación y de
gravedad.
4.3. VOLCÁN MAYON, ISLAS FILIPINAS.
En el Capítulo 3 hemos visto, teóricamente, cómo el modelo elástico-
gravitatorio permite explicar variaciones de gravedad sin que se haya producido
deformación del terreno y viceversa, incluyendo la combinación adecuada de masa e
incremento de presión en la fuente. Esto representa una ventaja frente a los modelos
elásticos empleados habitualmente e incapaces de modelar estas situaciones. En este
apartado se aplica el modelo elástico-gravitatorio a uno de estos casos reales: el
volcán Mayon. Este volcán forma parte de la cadena montañosa de Bicol situada en
la isla de Luzón (13º 15.4’ N, 123º 41.1’ E), que pertenece al archipiélago filipino
(Figura 4.14). Las Islas Filipinas forman parte de un arco de islas, de gran extensión,
situado en el océano Pacífico. Su posición, entre dos zonas de subducción de la
corteza, le confiere una situación tectónica compleja, caracterizada por la presencia
de fallas y alineamientos, que se extienden a través de la corteza hasta el manto
superior (Bischke et al., 1990; Aurelio, 1992). Este régimen tectónico es la causa de
los terremotos y de la actividad volcánica que se produce en la zona.
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Figura 4.14. Situación del volcán Mayon.
En la cadena volcánica de Bicol existen más de 10 estratovolcanes alineados
de los cuales Mayon es el más famoso. Presenta una forma cónica casi perfecta, de
2462 m de altura (Figura 4.15). Al Suroeste de Mayon, en dirección NO-SE se
extiende el Alineamiento de Legazpi, cruzando la ciudad que lleva su nombre.
Legazpi, ciudad en la que viven alrededor de 100.000 personas, se encuentra a tan
sólo 12 km del cráter del volcán. Este volcán experimentó 10 periodos de actividad
distribuidos a intervalos regulares durante el siglo pasado. Recientemente, se han
producido erupciones en 1984, 1993, 1999 y 2000, siendo estas dos últimas de menor
magnitud que la primera.
La actividad del volcán junto con la elevada densidad de población de la zona
propició que se iniciara su vigilancia. Así, desde noviembre de 1992 se han llevado a
cabo 5 campañas gravimétricas combinadas con observaciones GPS (Völksen y
Seeber, 1995; Jahr et al., 1998; Jentzsch et al., 2001). La instalación de las estaciones
CAPÍTULO 4
100
alrededor de Mayon se realizó en el verano de 1992. En total, la red está formada por
26 puntos distribuidos en: (1) una red local alrededor del volcán, (2) una red que
conecta puntos de referencia situados a 50 km de la red local y (3) dos perfiles que se
dirigen hacia la cima del volcán en direcciones Noreste y Suroeste, de acuerdo con las
posibilidades de acceso que permite el área. Además, hay dos puntos al otro lado del
Alineamiento de Legazpi, alejados de los límites de influencia del volcán, que están
conectados con la red de referencia (Figura 4.16). Las estaciones están situadas en
humerales y áreas de roca basáltica.
Figura 4.15. Fotografía del volcán Mayon donde se aprecia su simetría cónica. Sus características
físicas se recogen en la siguiente lista: Altura: 2462 m Base de la circunferencia: 62.8 km Tipo de
volcán: Estratovolcán, compuesto de una secuencia de flujos de lava y piroclastos.
CAPÍTULO 4
101
Figura 4.16. Estaciones de la red gravimétrica y de GPS instalada en los alrededores del volcán
(Jentzsch et al., 2001)
Las observaciones realizadas tienen una precisión de ± 12 µGal (Jentzsch et
al., 2001). Aunque la actividad del volcán se reanudó en febrero/marzo de 1993,
entre diciembre de 1992 y mayo de 1993 no se observaron variaciones de gravedad
significativas. Sin embargo, entre mayo de 1993 y diciembre de 1996 se produjo un
incremento de + 150 µGal (10 nm s-2 = 1 µGal) en los perfiles. Teniendo en cuenta
las campañas llevadas a cabo en diciembre de 1992, mayo de 1993, mayo de 1994,
diciembre de 1994 y diciembre de 1996, las observaciones a lo largo del perfil
“Tumpa Lahar Channel” muestran un incremento, más o menos continuo, de
aproximadamente 30 µGal por año. Las variaciones más importantes se concentran
en los alrededores de la cima del volcán (< 10 km) (Figura 4.17).
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Figura 4.17. Variaciones de gravedad producidas en el perfil “Tumpa Lahar Channel”
correspondientes a las épocas: (2-1), es decir, diferencias gravimétricas observadas entre mayo de 1993
y diciembre de 1992; (3-1), diferencias entre mayo de 1994 y diciembre de 1992, (4-1), diferencias
correspondientes al periodo comprendido entre diciembre de 1994 y diciembre de 1992,y (5-1),
diferencia entre las medidas realizadas en diciembre de 1996 y diciembre de 1992 (Jentzsch et al.,
2001).
En cada campaña, se llevaron a cabo observaciones simultaneas con GPS
para obtener información sobre los posibles desplazamientos del terreno. La red de
referencia se descompuso en triángulos, estando compuesta por 15 líneas de base.
Con estas medidas se observó que, a lo largo de los perfiles que forman la red, no se
produjeron deformaciones significativas (por encima del límite de precisión de ± 4
cm) ni en la componente vertical ni en la horizontal. Por tanto, la relación entre las
medidas gravimétricas y GPS no muestra un gradiente que pueda ser interpretado
mediante un modelo elástico (p.e., Rymer, 1996). Jentzsch et al. (2001) señalan que en
este periodo de tiempo se estaba produciendo un aumento de las variaciones de
gravedad acompañado de un descenso de la actividad volcánica.
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4.3.1. Modelado e interpretación de las variaciones de gravedad
observadas en Mayon.
La correlación negativa entre las variaciones de gravedad y el descenso de la
actividad volcánica observada en Mayon, no se puede explicar mediante el modelo de
Mogi (1958). Las variaciones de gravedad obtenidas mediante este modelo son
debidas a la deformación del terreno, lo que en este caso conllevaría una variación
volumétrica de la cámara que causaría un hundimiento del orden de 0.5-1 m en el
edificio volcánico, que no se observó durante las campañas. Este hecho, junto con la
concentración de las variaciones de gravedad observadas en los alrededores de la
cima del volcán, condujeron a que Jentzsch et al., (2001) propusieran otro modelo de
deformación. Así, intentaron explicar las variaciones de gravedad a partir de una
redistribución de la masa contenida en una columna, que representaba la estructura
del conducto volcánico, sin que se produjera su eyección sobre la superficie terrestre.
Esta redistribución produciría una variación de la masa concentrada bajo los puntos
gravimétricos y por tanto, un aumento de gravedad. El modelo que propusieron es
simple. Consiste en un cilindro vertical que juega el papel del conducto volcánico. La
masa alojada en el conducto, se distribuye en una capa situada bajo el volcán. El
radio del cilindro es la variable de control (para detalles del modelo, ver p. e., Jahr et
al., 1998). Con este modelo, estos autores pueden explicar el patrón de la señal
gravimétrica pero no la magnitud (línea punteda de la Figura 4.18).
Las erupciones que tuvieron lugar en 1999 y 2000 nos llevó a pensar que se
había producido una inyección de material en el sistema volcánico más que una
redistribución de magma sin afloramiento exterior. Para comprobar esta hipótesis,
invertimos los datos mediante un algoritmo genético simple utilizando, como modelo
directo, el modelo elástico-gravitatorio. Los resultados de esta inversión
correspondientes a las épocas (4-1) y (5-1) se muestran en la Figura 4.18 (línea
discontinua). Los parámetros de la fuente estimados para ambas épocas se dan en la
Tabla 4.5.
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Figura 4.18. Variaciones de gravedad observadas en el perfil “Tumpa-Lahar Channel” en la época 4-1
(línea continua) junto con las variaciones calculadas con los diferentes modelos (línea discontinua
correspondiente al modelo elástico-gravitatorio; la línea punteada corresponde al modelo de
redistribución de masas) (Fernández et al., 2001c).
Parámetros Época 4-1
(diciembre 1992-diciembre 1994)
Época 5-1
(diciembre 1992-diciembre 1996)
Profundidad c (km)
Incremento de presión P, (Kbar)
Radio a (km)
Incremento de masa, M (1UM=1012)
1.95
0.21
1.65
0.474 UM
1.82
0.31
1.71
0.841 UM
Tabla 4.5. Parámetros de la fuente bajo la cima del volcán correspondientes a la inversión de las
variaciones de gravedad observadas entre diciembre de 1992 y diciembre de 1994 y entre diciembre de
1992 y diciembre de 1996.
a
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Los datos sintéticos, calculados a partir de estos parámetros mediante el
modelo elástico-gravitatorio, reproducen tanto el patrón como la magnitud de las
observaciones correspondientes al perfil “Tumpa-Lahar Channel”. Por otro lado, los
resultados indican que las variaciones de gravedad observadas, se explican mejor
considerando que se ha producido inyección de material que considerando una
redistribución del magma en el interior del volcán. Esta hipótesis es consistente con
la erupción que se produjeron posteriormente a las campañas. De igual forma que en
los ejemplos anteriores, señalamos aquí la necesidad de interpretar variaciones de
gravedad y deformaciones del terreno de forma conjunta con el fin de discriminar los
efectos producidos por la expansión volumétrica de la cámara de los producidos por
la masa de la intrusión, relevantes para la interpretación de variaciones de gravedad.
Estos resultados muestran tanto la habilidad como la generalidad del modelo
elástico-gravitatorio en la interpretación de algunas “situaciones” que otros modelos,
más simples, son incapaces de explicar con hipótesis realistas
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CAPÍTULO 5
ESTUDIO 3D DEL EFECTO DE LA
TOPOGRAFÍA SOBRE EL CAMPO
DE DESPLAZAMIENTOS Y
VARIACIONES DE GRAVEDAD
Los modelos utilizados habitualmente suponen que la superficie libre del
medio es plana. Sin embargo, la superficie terrestre, en la que se producen las
deformaciones, no es plana sino que presenta irregularidades. Por tanto, las
deformaciones estarán influidas por las características topográficas del terreno. El
efecto de la topografía en volcanes de poca altura, como el Kilauea en Hawai o el
Krafla en Islandia, es tan pequeño que se encuentra dentro del límite de error de los
datos de observación (Cayol y Cornet, 1997), pudiéndose utilizar modelos de
semiespacio con superficie libre plana para la interpretación de variaciones. Sin
embargo, las características topográficas en volcanes de mayor elevación, como
pueden ser el Etna en Italia, el Merapi en Indonesia o el Teide en España, afectan
críticamente las deformaciones observadas (McTigue y Segall, 1988).
Entre los trabajos que estudian el efecto de la topografía sobre la
deformación observada podemos citar a McTigue y Stein (1984) y McTigue y Segall
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(1988) que estudiaron el efecto de la topografía en modelos 2D. Cayol y Cornet
(1997; 1998a, b) estudiaron el efecto de la topografía en modelos 3D mediante la
aplicación de una técnica numérica que denominaron método mixto de elementos en
la frontera. Williams y Wadge (1998) introdujeron una metodología aproximada para
estimar el efecto de la topografía que permite obtener soluciones cuasi-analíticas.
Williams y Wadge (2000) adaptaron la formulación desarrollada por McTigue y Stein
(1984) para el caso tridimensional, con el fin de suplir los inconvenientes de su
modelo aproximado. Folch et al. (2000) estudiaron el efecto topográfico sobre el
campo de deformación producido en un medio viscoelástico. La conclusión a la que
se llega en estos trabajos es que el relieve del terreno ejerce una influencia
significativa sobre las deformaciones observadas, por lo que la aproximación del
medio mediante un semiespacio plano puede conducir, en algunas ocasiones, a
errores en la interpretación de registros.
El objetivo de este capítulo es estudiar, cuantificar y modelar la influencia de
la topografía del terreno, no sólo sobre el campo de desplazamientos, sino también
sobre las variaciones de gravedad que producen tanto la dilatación/contracción de la
cámara como la inyección de nuevo material en su interior.
En primer lugar, vamos a realizar un estudio teórico para estimar la influencia
de la topografía en un modelo elástico-gravitatorio. Para ello, vamos a suponer que
este efecto está causado principalmente por la distancia entre la fuente y la superficie
libre del medio. El objetivo de este estudio es comprobar si los términos
correspondientes al acoplamiento elástico-gravitatorio se pueden despreciar frente al
efecto topográfico.
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5.1. ESTUDIO PRELIMINAR DEL EFECTO DE LA TOPOGRAFÍA EN
UN MEDIO ELÁSTICO-GRAVITATORIO.
En este apartado, utilizando una solución aproximada, realizaremos un
estudio previo del efecto de la topografía del terreno. Para ello, se realizará un análisis
dimensional de igual forma que en el Capítulo 3 se utilizó para estudiar el efecto del
acoplamiento elástico-gravitatorio sobre el campo de desplazamientos y variaciones
de gravedad causados por una intrusión de magma en la corteza.
Como hemos señalado anteriormente, para la interpretación cuantitativa del
campo de deformación será necesario considerar modelos tridimensionales que
incluyan las características topográficas del medio. A lo largo de este capítulo
veremos que este tipo de modelos no sólo es necesario para interpretar
correctamente el campo de deformación sino que también es importante para la
interpretación de variaciones de gravedad observadas en áreas volcánicas. Puesto que
algunas cámaras magmáticas se sitúan a profundidades superficiales en el interior del
edificio volcánico, el campo de desplazamientos que genera la variación volumétrica
de sus paredes se ve afectado por la forma de dicha cámara. Sin embargo, Folch et al.
(2000) señalan que despreciar el efecto de la topografía puede introducir un error
superior al de considerar una fuente puntual. Por ello, para cuantificar
exclusivamente el efecto de la topografía, seguiremos considerando fuentes
puntuales.
Williams y Wadge (1998) estudiaron el efecto de la topografía mediante una
técnica que permite obtener soluciones aproximadas de forma analítica. En esta
metodología, que utiliza la solución correspondiente al semiespacio plano, se
considera que la fuente tiene profundidad variable, dependiendo de la altura que tiene
en cada punto el relieve del terreno (Figura 5.1), es decir, la profundidad de fuente se
sustituye por una función dependiente de la posición,
),r(fc'c θ+= ,                                                                                                    (5.1)
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donde c es la profundidad de la fuente respecto al origen de altitudes, constante para
cada punto y, f, que depende de la distancia radial, r, y del ángulo θ en el sistema de
coordenadas local, representa la altitud de cada punto de la superficie del medio.
Figura 5.1. Modelo de profundidad variable de fuente. Se supone que la profundidad de la fuente, c,
medida desde la superficie origen de altitudes se transforma en una función c’, dependiente de la
altitud de cada punto, f.
Para estudiar el efecto que supone el cambiar el dominio de definición del
problema, al tener en cuenta el relieve del terreno, vamos a sustituir en los términos
de las ecuaciones del modelo. (3.2) y (3.15), la profundidad de la fuente por la
función c’, dependiente de la altura. Como hemos señalado en el Capítulo 3, el
término más importante para la magnitud del campo de desplazamientos de la
ecuación (3.2), es el correspondiente a los esfuerzos elásticos del medio, σ⋅∇ , cuyas
dimensiones dependen inversamente del cuadrado de la profundidad de la fuente,
c
Topografía
θ
r
Origen de altitudes
Profundidad de fuente
f
c’
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2'c
uµ
.                                                                                                                    (5.2)
Al variar c’ en la expresión (5.2), observamos que a mayor profundidad de la
fuente, el efecto del término σ⋅∇  sobre el campo de desplazamientos es más
pequeño.
La magnitud del término, 
10
φρ ∇−  de la ecuación (3.2), responsable del
acoplamiento del sistema de ecuaciones, es independiente de c’. Por tanto, este
término continuará sin ser relevante para el cálculo de desplazamientos.
La segunda ecuación del sistema que representa el comportamiento del medio
elástico-gravitatorio ante una perturbación, (3.15), proporciona el potencial
perturbador causado por la intrusión de magma. Como hemos señalado
anteriormente, el primer término de esta ecuación escala como 'c/uG4 0ρπ ,
mientras que una estimación de la magnitud del segundo viene dada por
32
m 'c/aaG4 ∆ρπ , donde hemos sustituido c por la función c’. El efecto de la
topografía está implícito en ambos términos. Al estar c’ en el denominador de ambas
expresiones, éstas serán tanto menores cuanto mayor sea la profundidad de la fuente,
lo que implica que el efecto topográfico será más importante cuanto más superficial
es la fuente. Posteriormente, veremos algunos ejemplos en los que se mostrará
cualitativamente el efecto de la topografía en las deformaciones y variaciones de
gravedad producidas por fuentes situadas a diferentes profundidades.
Para estudiar el efecto del acoplamiento de las ecuaciones sobre las
variaciones de gravedad hemos analizado la relación (3.16), sustituyendo el parámetro
profundidad de la fuente. Así, se obtiene la siguiente razón:
32
m
0
'c/aaG4
'c/uG4
∆ρπ
ρπ
.                                                                                               (5.3)
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Cuando la profundidad de la fuente va disminuyendo el denominador de esta
expresión va cobrando más relevancia en el análisis. Como además este término
representa el efecto de la masa y el numerador proporciona el efecto del
acoplamiento debido a la redistribución de densidades, una solución no acoplada que
considere las características topográficas del terreno será más exacta que una solución
acoplada que no tenga en cuenta el efecto de la topografía, si se consideran las
profundidades típicas de fuente empleadas en volcanología.
En consecuencia en este trabajo, para estudiar el efecto de la topografía
vamos a considerar que las tensiones y esfuerzos elásticos del medio prevalecen
sobre el campo gravitatorio, y por lo tanto, los desplazamientos del medio, u,
vendrán dados por la solución de la siguiente ecuación diferencial en derivadas
parciales:
0)(
21
1 2 =∇+⋅∇∇− uuν                                                                                    (5.4)
El potencial perturbador y, por tanto, las variaciones de gravedad, se obtienen
entonces introduciendo el campo de desplazamientos calculado a partir de (5.4) en la
siguiente expresión:
( ) )(G4G4 m02 crru −+⋅∇−=∇ ∆ρπρπφ                                                            (5.5)
La linealidad del sistema formado por estas dos ecuaciones permite
considerar el efecto de la masa de la intrusión junto con el de la variación volumétrica
del medio. Por tanto, no es necesario realizar la hipótesis adicional de que la
variación de volumen que se produce en la fuente como consecuencia de un
incremento de presión sea igual al volumen de material inyectado en la cámara.
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5.2. EL MÉTODO INDIRECTO DE ELEMENTOS EN LA FRONTERA.
Para describir el efecto de la topografía utilizaremos el método indirecto de
elementos en la frontera (conocido por su acrónimo inglés, IBEM). Este método ha
sido utilizado en sismología para determinar la respuesta sísmica de estructuras
geológicas superficiales en problemas bidimensionales (p.e., Sánchez-Sesma y
Campillo, 1991; 1993; Luzón et al., 1995) y tridimensionales (p.e., Sánchez-Sesma y
Luzón, 1995; Luzón et al., 1997). En este caso, se ha desarrollado para determinar el
efecto de la topografía del terreno en las deformaciones y variaciones de gravedad
producidas por una intrusión de magma en la corteza. Aunque existen trabajos en los
que se estudia la influencia de la topografía mediante la formulación directa del
método (p.e., Cayol y Cornet, 1997, 1998b) hemos optado por utilizar su formulación
indirecta en la que las incógnitas son las densidades de fuerza en cada elemento en
lugar del desplazamiento per se. De esta forma desaparecen las singularidades de las
funciones de Green cuando la posición del elemento coincide con la del punto donde
se evalúa la solución. La formulación directa e indirecta del método están
estrechamente relacionadas y vamos a observar, a lo largo de este apartado, que
ambas son matemáticamente equivalentes.
5.2.1. Ideas básicas.
El método de elementos en la frontera es un método numérico para resolver
ecuaciones en derivadas parciales mediante el uso de las funciones de Green
apropiadas. Jaswon (1963) desarrolló la primera técnica numérica asimilable al
método de elementos en la frontera, que denominó “método indirecto”, para
resolver las ecuaciones integrales de Fredholm que aparecen en el estudio de
problemas de potencial. Algo más tarde Rizzo (1967) publicó el llamado “método
directo” para resolver problemas referentes a la teoría de la elasticidad, basándose en
la solución fundamental de Kelvin para un medio elástico e infinito. Cruse (1969)
adaptó este método numérico a dominios elásticos tridimensionales.
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Los métodos numéricos, como el método de elementos finitos o el de
diferencias finitas, se basan en la discretización del dominio de definición del
problema en subdominios, celdas o elementos. Por construcción, la aproximación
numérica a la solución del problema verificará de forma parcial o total las
condiciones de contorno. Por ello, se dice que esta clase de técnicas pueden
clasificarse dentro de lo que se conoce como métodos numéricos de dominio. En
contraposición, mediante los métodos de frontera, las funciones utilizadas para
construir la aproximación numérica del problema deben verificar las ecuaciones que
lo definen aunque, de entrada, no cumplan las condiciones de contorno. Con
respecto al problema que vamos a tratar, el método de elementos en la frontera
tienen las siguientes ventajas frente a otros métodos:
1. Reduce la dimensión del problema, de forma que si estamos ante uno
planteado en el espacio tridimensional, éste pasa a ser bidimensional. La
razón es que este método requiere la discretización de una ecuación
integral definida sobre el contorno del dominio, 1m−ℜ⊂∂= ΩΓ , que es
equivalente al problema diferencial definido sobre mℜ⊂Ω . El problema
pasa entonces a tener menos incógnitas lo que supone un ahorro de
memoria y de tiempo de cálculo CPU.
2. Permite tratar más fácilmente problemas que involucran dominios
infinitos, puesto que no tenemos que definir la frontera remota del
dominio al considerarse implícitamente en el problema las condiciones de
contorno correspondientes a la “frontera lejana”.
En los apartados siguientes vamos a presentar, de forma abreviada, la
aplicación del método al problema elástico. Desde que Cruse (1969) adaptó la técnica
numérica al problema elástico tridimensional han sido muchas sus aplicaciones.
Numerosos trabajos recogen su desarrollo. Entre ellos podemos citar como ejemplo
a Jaswon y Symm (1977), y Brebbia y Dominguez (1992), que junto con el de Cruse
(1969), Sánchez-Sesma y luzón (1995) y Luzón et al. (1997) constituyen los trabajos
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que hemos utilizado, a continuación, para describir la formulación integral empleada
en el método numérico.
5.2.2.  Funciones de Green.
Para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales comúnmente se
emplean tres métodos: separación de variables, métodos variacionales y el método de
la función de influencia o función de Green. Para obtener la formulación de las
ecuaciones integrales sobre la frontera del dominio de definición, que se describirá en
las siguientes secciones, se utilizará la solución de la ecuación de Navier en un
dominio elástico e infinito que está sometido a la acción de una fuerza puntual y
unitaria. Esta solución se conoce como solución fundamental o función de Green.
Si las ecuaciones de equilibrio dadas mediante la expresión (2.12) se expresan
en función del vector desplazamiento teniendo en cuenta las expresiones que
relacionan esfuerzos, deformaciones y desplazamientos (Capítulo 2) se obtiene la
ecuación de Navier para el caso estático:
0f
µ
1UU
21
1
li,jjj,jl =++− ν ,                                                                              (5.6)
donde las fuerzas de cuerpo aparecen multiplicadas por la densidad del medio para
obtener fuerzas por unidad de volumen, fi . La solución fundamental se obtiene al
considerar la acción de una fuerza unitaria aplicada sobre el punto x y orientada
según el vector unitario el , es decir, l
k
l ef ∆= , donde ∆i es la delta de Dirac que
desde el punto de vista físico se utiliza para representar el efecto de una fuerza
unitaria concentrada sobre un punto del medio.
Una forma de obtener la solución de este problema es utilizar el vector de
Galerkin, Γi, que se define de forma que el campo de desplazamientos verifica la
siguiente condición (Mindlin y Cheng, 1950):
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jmmmmjj
U
,, )21(2
1 Γ−−Γ= ν .                                                                                (5.7)
Sustituyendo (5.7) en la ecuación (5.6) obtenemos que,
0e1 l
i
mmjj,l =+ ∆µΓ ,                                                                                             (5.8)
o en forma vectorial:
( ) 0e1 lil22 =+∇∇ ∆µΓ .                                                                                       (5.9)
Sea l
2
lF Γ∇= , entonces (5.9) se reduce a:
0e1F l
i
l
2 =+∇ ∆µ .                                                                                            (5.10)
La expresión (5.10) es similar a la ecuación de Laplace para el potencial por lo
que siguiendo a Kellogg (1953) su solución será de la forma,
ll eR4
1F µπ= ,                                                                                                    (5.11)
donde R es la distancia entre el punto donde queremos obtener la solución y el punto
de aplicación de la fuerza. Por tanto, el vector de Galerkin y, como consecuencia, el
campo de desplazamientos a partir del cual se ha definido, se obtendrán al resolver la
siguiente ecuación:
ll
2 e
R4
1
µπΓ =∇ .                                                                                               (5.12)
Cuyas soluciones se pueden obtener de la misma manera que para el caso anterior
(Brebbia y Dominguez, 1992),
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ll e⋅= ΓΓ ,                                                                                                         (5.13)
con
R
8
1
πµΓ = .                                                                                                       (5.14)
Considerando que cada una de las fuerzas que actúan en el sistema es
independiente del resto, se puede utilizar la siguiente notación (Cruse, 1969),
lklk δΓΓ = ,                                                                                                        (5.15)
donde Γlk representa la componente k-ésima del vector de Galerkin en un punto
cuando se aplica una fuerza orientada en la dirección l sobre el punto x. Siguiendo
esta notación el desplazamiento de cualquier punto del medio se puede escribir
mediante:
llkk
eGU = ,.                                                                                                        (5.16)
Glk representa la componente k-ésima del vector desplazamiento cuando aplicamos
en el punto x una fuerza orientada según la dirección definada por el . De acuerdo
con la definición del vector de Galerkin (5.7):
kmlmmmlklk
G
,, )21(2
1 Γ−−Γ= ν .                                                                            (5.17)
Sustituyendo en esta expresión (5.14) y (5.15) se obtiene el campo de
desplazamientos, solución fundamental de nuestro problema:
[ ]kllklk ,R,R)43(R)1(16
1G +−−= δννπµ .                                                      (5.18)
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Como en casos anteriores, la coma significa diferenciar con respecto a la
variable indicada tras ella. Estas diferenciales representan la razón entre las
proyecciones del vector Ri sobre los ejes coordenados y el módulo de dicho vector, es
decir:
R
R
,R ll = .                                                                                                           (5.19)
A partir de los desplazamientos se pueden calcular los esfuerzos mediante la
ley de Hooke, (2.8) y la relación lineal deformación/desplazamiento (2.5). Así,
llkk eTT = ,                                                                                                         (5.20)
con
[ ] ( ) −−++−∂∂−= lkklkllklk RnRnRRnRRT ,,)21(,,3)21()1(8 1 2 νδννπ ,          (5.21)
donde nl y nk  son los cosenos directores del vector normal a una superficie dada.
5.2.3. Formulación integral sobre la frontera. Teorema de
reciprocidad de Betti.
Consideremos 3ℜ⊂V , el dominio de definición del problema, cuya
frontera, S, es una superficie continua. Sea ni, la normal exterior a dicha frontera, el
problema consiste en encontrar una función que verifique la siguiente ecuación de
equilibrio,
0f ij,ij =+σ ,  en V                                                                                          (5.22)
que es equivalente a (5.3) en función de los esfuerzos elásticos del medio, σij,
suponiendo la existencia de fuerzas de cuerpo. Sobre la frontera del dominio se
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pueden imponer condiciones de contorno en función del vector desplazamiento o
del vector de esfuerzos (tracciones).
Estamos interesados en minimizar (5.22), por lo que podemos ponderar la
ecuación mediante una función Ui, de tal forma que el siguiente producto escalar sea
cero:
( ) 0dVUfV iij,ij =∫ ⋅+σ .                                                                                    (5.23)
El espacio de funciones de ponderación se puede formar a partir de una base
de funciones de naturaleza global, es decir, funciones que adoptan valores no nulos
en la mayor parte del dominio de integración. Las funciones Ui pueden elegirse de
muchas maneras. Lo normal es escoger el espacio de funciones de ponderación
definido por la solución fundamental del problema, que hemos descrito en la sección
anterior.
Si realizamos la integración por partes del primer término de la ecuación que
aparece en (5.22) y reagrupamos sus términos, se obtiene que:
SdUtdVUfdV V S iiiiV ijij ∫ ∫ ⋅−=⋅+∫ ⋅− Εσ ,                                                      (5.24)
donde Eij resulta de diferenciar la función Ui, y ti son las tracciones elásticas del
medio que resultan de aplicar la relación de Cauchy al tensor de esfuerzos, σij. Al
realizar de nuevo otra integración por partes, es decir,
∫ ∫ ∫∫ ⋅+⋅−=⋅+⋅Σ V S S iiiiiiV ijij dSuTdSUtdVUfdVu, ,                                   (5.25)
se obtiene la expresión matemática del llamado teorema de reciprocidad de Betti
(Brebbia y Dominguez, 1992), que muchas veces se toma como punto de partida
para obtener la formulación integral de un determinado problema. Si Ui es la solución
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fundamental entonces Σij es el tensor de esfuerzos correspondiente a este vector
desplazamiento.
5.2.4. Identidad de Somigliana.
Una vez establecidos el teorema de Betti y las soluciones fundamentales del
problema (funciones de Green), se obtiene que el primer sumando de la expresión
(5.25) es igual a,
∫ ∫ −=−=⋅V V lllilj,lj )(udVeudVu x∆Σ ,                                                            (5.26)
donde ul(x) representa la componente l-ésima del campo de desplazamientos en el
punto x. Puesto que l = 1,2,3, según el teorema de Betti, las tres componentes del
vector desplazamiento en el punto x vienen dadas por:
∫∫ ∫ +=+ V klkS S klkklkl dVfGdStGdSuT)(u x .                                                    (5.27)
Nótese que cuando se considera una carga puntual orientada según la dirección el, las
tracciones y desplazamientos tienen componentes en las tres direcciones del espacio
mientras que los términos del tipo 
jlj ,
σ son distintos de cero sólo en la dirección que
actúa la carga, lo que conlleva que el primer término de (5.25) proporcione
desplazamientos en dicha dirección, como hemos visto mediante (5.26). La expresión
(5.27) se conoce como identidad de Somigliana y proporciona el valor de los
desplazamientos para cada punto interno al dominio a partir de los valores que las
funciones uk y tk toman sobre el contorno, S, de las fuerzas de cuerpo aplicadas en el
medio y de las soluciones particulares del problema fundamental. Sin embargo,
merece la pena estudiar el caso particular en el que el punto de cálculo se sitúa en la
frontera del dominio, puesto que la evaluación de las integrales que aparecen en
(5.27) presenta una singularidad. En efecto, como se observa en la expresión (5.18),
la solución fundamental, Glk, no está definida en el punto x (R=0).
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Figura 5.2. Superficie esférica Sε utiliza
1992).
Si se considera que la sup
entorno de x, se puede considera
como la que mostramos en la F
superficie que aparece a la derech
+∫ ∫= →→ ε εε 0S S klk0klk limdStGlimdStG
donde la segunda integral es igua
cuando ε → 0. La primera de las
es:
∫→ εε S lk0k dSGlim)(t x .                     
Sustituyendo (5.19) en (5.18) sob
radio ε, se tiene que la función d
que implica que la primera integr
tanto,
∫ =→ εε S lk0 0dSGlim ,                        
S
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da para la integración. (Modificada de Brebbia y Dominguez,
erficie de contorno es una superficie suave en un
r una esfera de centro x y radio ε, tal que ε → 0,
igura 5.2. Entonces, la primera de las integrales de
a de la igualdad (5.27) se puede descomponer en:
∫ − εSS klk dStG ,                                                   (5.28)
l a la integral sobre toda la superficie de contorno
 integrales en el lado izquierdo de la igualdad (5.28)
                                                                       (5.29)
re los puntos que están en la esfera de centro x y
e Green (expresión (5.18)), es del orden de 1/ε, lo
al tras la igualdad en (5.28) es del orden de ε2 y por
                                                                       (5.30)
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es decir, la integral estudiada no se verá afectada por la singularidad. La otra integral
que nos queda por analizar a la izquierda de la igualdad (5.27) se comporta de forma
distinta. Al igual que antes la podemos descomponer en:
∫∫ +∫= −→→ εε εε SS klk0S S klk0klk dSuTlimdSuTlimdSuT ,                                                  (5.31)
donde
∫=∫ →→ εε εε S lk0kS klk0 dSTlim)(udSuTlim x .                                                                 (5.32)
De igual forma sustituyendo (5.19) en (5.21) sobre los puntos de la esfera de centro x
y radio ε se tiene que el valor de las tracciones es del orden de 1/ε2, mientras que el
área de la superficie esférica (Figura 5.2) es del orden de ε2, por lo que en este caso,
(5.32) no decae a cero sino que produce un término independiente:
∫ −=→ ε δε S lklk0 2
1dSTlim .                                                                                       (5.33)
Por tanto, de la expresión (5.31) resulta que:
∫ −∫ =− S lklkS klkklk )(u2
1dSuT)(u
2
1dSuT xxδ ,                                                 (5.34)
donde la integral de superficie se define en el sentido de valor principal de Cauchy.
La identidad de Somigliana se transforma entonces en:
∫+∫∫ =+ V klkS klkS klkklk dVfGdStGdSuT)(uc x ,                                                  (5.35)
donde lklk 2
1c δ= . La expresión (5.35) permite resolver el problema planteado de
manera general. Si se conocen los desplazamientos sobre la superficie de contorno,
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(5.35) proporciona una ecuación integral de Fredholm de 1ª clase mientras que si lo
que se especifica como condiciones de contorno son las tracciones, (5.35)
proporciona una ecuación integral de Freholm de 2ª clase. Cuando lo que se
proporciona es una combinación de ambos tipos de condiciones de contorno se
obtendrá una ecuación integral mixta.
5.2.5. Representación integral de la formulación indirecta.
La expresión (5.27) proporciona los desplazamientos en el dominio V a partir
del valor que toman las tracciones y desplazamientos en la frontera. Se denominan
formulaciones indirectas a aquellas representaciones integrales en las que los
desplazamientos se expresan en función de variables que no son explícitamente
desplazamientos o tracciones sobre la frontera.
V
n
V’
Dominio interior
n
V
V’
Dominio complementario (Exterior)
Figura 5.3. Dominio interior y exterior, que se utiliza para definir el estado complementario.
Si se considera σij, eij, uj, y tj sobre el dominio de la Figura 5.3, se pueden
definir σ’ij, e’ij, u’j, y t’j sobre el dominio complementario V’, donde las tracciones
sobre V’ se refieren a la normal exterior, nj, del dominio interno V. Se puede
establecer la siguiente relación de reciprocidad entre la solución fundamental aplicada
en un punto interior a V y el estado complementario indicado por primas (Brebbia y
Dominguez, 1992):
∫ =∫ − S klkS klk 0dS'uTdS'tG .                                                                               (5.36)
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Si sustraemos (5.36) de la expresión (5.27), donde por simplicidad no se
incluye el término correspondiente a las fuerzas de cuerpo, se obtiene que:
( ) ( )∫ −∫ +−= S kklkS kklkl dS)(u)('u),(TdS)('t)(t).,(G)(u ξξξxξξξxx .        (5.37)
Puesto que el estado complementario se ha definido arbitrariamente, se puede
suponer que los desplazamientos son iguales en la superficie contorno, es decir,
kk u'u =          en S.                                                                                             (5.38)
Denominando φk a la diferencia entre las tracciones, kkk tt '−=φ , la integral (5.37) se
puede escribir como:
∫= S klkl dS)(),(G)(u ξξxx φ .                                                                           (5.39)
ul(x) es la componente l-ésima del desplazamiento que se produce en el punto x de
V. φk se puede interpretar como la densidad de fuerza en la dirección k-ésima en el
punto ξ (Luzón et al., 1997), por tanto, φkdS representa una distribución de fuerzas.
Kupradze (1963) desmostró que si φk(ξ) es continua sobre la superficie de contorno,
entonces el campo de desplazamientos es continuo a través de S. La representación
integral (5.39) es un potencial de capa simple de densidad φk (ver p. e.,  Jaswon y
Symm, 1977). Otra posibilidad que ofrece la expresión (5.37), es suponer que el
estado complementario es tal que
kk t't =      en S,                                                                                                  (5.40)
de donde se obtiene de forma similar la expresión integral de un potencial de capa
doble.
Normalmente, cuando se utiliza una representación integral basada en un
potencial de capa simple se habla del método indirecto de elementos en la frontera
CAPÍTULO 5
125
(IBEM) mientras que si se utiliza una representación basada en un potencial de capa
doble se denomina método de discontinuidad en los desplazamientos (DD).
5.3. DESPLAZAMIENTOS PRODUCIDOS EN UN MEDIO CON
IRREGULARIDAD TOPOGRÁFICA SUPERFICIAL.
En esta sección vamos a utilizar la representación integral mostrada
anteriormente para describir el campo de desplazamientos elásticos producido en un
medio con una irregularidad topográfica superficial. Posteriormente, mediante las
condiciones de contorno obtendremos un sistema de ecuaciones lineales a partir de
un proceso de discretización de la superficie-frontera del problema. Consideremos
un semiespacio elástico en cuya superficie existe una irregularidad topográfica como
la que se muestra de forma esquemática en la Figura 5.1. En esta configuración el
campo de desplazamientos en cualquier punto del medio se puede expresar como
(Luzón et al., 1997):
)0(
i
)t(
ii uuu += ,                                                                                                 (5.41)
donde ui(0) es la solución correspondiente al desplazamiento en el espacio completo y
ui(t) el campo debido a la existencia de la superficie libre de la irregularidad. De
acuerdo a la ecuación (5.39), el campo producido por la topografía superficial se
puede escribir como:
∫= S jij)t(i dS)(),(G)(u ξξxx φ .                                                                         (5.42)
En este problema las condiciones de contorno implican tracciones nulas
sobre la superficie libre, es decir,
0tt )0(i
)t(
i =+ ,                                                                                                   (5.43)
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donde los superíndices tienen el mismo significado que los que aparecen sobre el
campo de desplazamientos (5.41). La ley de Hooke permite obtener los esfuerzos y
tracciones a partir del campo de desplazamientos. Así, ti(t) se puede obtener aplicando
esta ley al campo de desplazamientos ui(t), si exceptuamos el punto x = ξ, en el que la
función de Green, (5.18), posee una singularidad. En este punto es necesario realizar
un límite de forma similar al que se realizó en la sección 5.2.4. Así,:
∫+= S ijji)t(i dS),(T)()(b)(t ξxξxx φφ ,                                                            (5.44)
donde b = 1/2 o –1/2 si x tiende a S desde el interior del semiespacio o x tiende a S
desde el exterior cuando se realiza el límite, respectivamente, y Tij(x,ξ) es la función
de Green para las tracciones. Si x no está sobre la superficie de contorno, el primer
término tras la igualdad de (5.44) es igual a cero. En nuestro caso, esta condición la
podemos expresar mediante:
0dS),(T)()(
2
1)(t S ijji
)0(
i =∫++ ξxξxx φφ ,                                                   (5.45)
que es una ecuación integral de Fredholm de segunda clase.
5.3.1. Discretización.
Para resolver el sistema de ecuaciones integrales formado por (5.45) es
necesario discretizar estas expresiones sobre una porción de la superficie que incluye
el relieve topográfico y parte de la extensión lateral del medio. La discretización de
una superficie no es tarea fácil aunque existen numerosos algoritmos para resolver
este problema (p.e., George, 1991). La elección del esquema de discretización
depende del problema y de la formulación matemática necesaria para desarrollarlo.
Por ejemplo, en muchas aplicaciones, que utilizan como método numérico el de
elementos en la frontera, se emplean elementos triangulares planos para discretizar
superficies (p. e., Brebbia y Domínguez, 1992). Para este problema tridimensional,
vamos a utilizar un esquema simplificado en el que se utilizan círculos de varios
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tamaños para discretizar la superficie-frontera del problema. Esta elección, guiada
por la simplicidad de integración de las funciones de Green sobre cada elemento,
proporciona una formulación simple y una implantación numérica sencilla (Sánchez-
Sesma y Luzón, 1995). Hemos dividido la superficie libre en bandas paralelas, cada
una de las cuales ha sido cubierta con círculos planos. El radio de cada elemento es
tal que la suma de las áreas de los círculos que ocupan cada una de las bandas es igual
al área de dicha banda. Tras esta discretización, seleccionamos los elementos que se
sitúan a una distancia radial menor o igual que una distancia pre-establecida. En la
Figura 5.4 mostramos un ejemplo de discretización de una de las superficies
topográficas empleadas en este trabajo. Las representaciones cónicas que hemos
utilizado para considerar el efecto de la topografía son de clase infinito si
exceptuamos su vértice, punto que hemos eliminado al realizar los cálculos. Por
tanto, tienen vector normal en cada uno de sus elementos de superficie lo que es
necesario para el cálculo de las funciones de Green.
Figura 5.4. Discretización de la superficie de un cono en elementos circulares.
Vamos a suponer que las funciones de densidad, φj(ξ), son constantes sobre
cada elemento que cubre la superficie de contorno. Si N es el número de elementos
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de frontera y φj(ξp) el número de incógnitas (con j = 1,2,3 y p =1,...,N), entonces
podemos obtener el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
∑ −==N 1p q)0(ipqijpj )(t),(t)( xξxξφ ,                    q = 1, ..., N,                         (5.46)
con
Sd),(T
2
1),(t S pqijqpijpqij ∫+= ∆δδ ξxξx ,                                                         (5.47)
donde ∆S es el área de cada uno de los elementos de superficie. En este sistema que
contiene 3N incógnitas, las integrales se resuelven numéricamente utilizando
integración gaussiana (p.e., Abramowitz y Stegun, 1972), excepto cuando xq = ξp,
donde, a partir de (5.47) obtenemos que,
ijpqij 2
1),x(t δξ = ,                                                                                             (5.48)
puesto que la integral de las funciones de Green, Tij, que aparece es cero si la
superficie de integración es circular y plana. De hecho, si observamos las expresiones
de las funciones de Green, ecuación (5.21), resulta que son funciones pares singulares
cuyo valor principal de Cauchy es cero. El sistema de ecuaciones (5.47) lo podemos
expresar de forma matricial,
tMΦ −= ,                                                                                                         (5.49)
donde M es la matriz de coeficientes, que se obtiene al desarrollar la expresión (5.46),
t es el vector de términos independientes y el vector Φ, cuyas componentes son las
funciones de densidad, es el vector incógnita. Una vez resuelto este sistema lineal,
mediante una descomposición LU, obtenemos los valores de φj(ξ) a partir de los
cuales se obtiene el campo de desplazamientos como:
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),(g)()(u pN 1p ijpj
)t(
i ξxξx ∑= = φ ,                                                                      (5.50)
donde
∫= S ijpij dS),(G),(g ∆ ξxξx .                                                                              (5.51)
Estas integrales también se calculan numéricamente excepto cuando el punto x está
en las proximidades de ξp. En este caso se realiza una integración analítica mediante
un cambio de variable para eliminar la singularidad. Así, por ejemplo, cuando la
posición del punto-estación coincide con la del elemento de radio r, esto es, x = ξ, la
integral de la función de Green es:
( ) ( )[ ]jiijS ij nn1F1F4rdSG −++=∫∆ δµ),( ξx ,                                                  (5.52)
donde,




+
+⋅= µλ
µλ
2
3
2
1F .                                                                                             (5.53)
Para estimar la extensión lateral y el número de elementos necesario para
obtener resultados óptimos mediante el IBEM, hemos realizado una comparación
con la solución analítica del problema elástico para un semiespacio plano
considerando fuentes a distinta profundidad. Tanto los desplazamientos como las
variaciones de gravedad presentan una zona de variación importante cuyas
dimensiones dependen de la profundidad a la que esté situada la fuente (ver p.e.,
Rundle, 1981a). Por ello, para tener una discretización con la que se obtengan
resultados fiables es necesario que, como mínimo, la extensión lateral de la superficie
discretizada sea del orden de la profundidad de fuente. Además, la resolución de la
malla también influye de forma considerable en el cálculo. Como es usual, si el
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tamaño de los elementos es de orden superior al de la profundidad  de la fuente las
soluciones numéricas no representan de forma fiable las soluciones analíticas.
Experimentalmente hemos comprobado que, para obtener una solución
numérica que esté suficientemente cerca de la solución analítica, la extensión lateral
de la superficie de discretización debe ser de 3 a 4 veces la profundidad de fuente y el
radio de los elementos del orden del 13% de dicha profundidad. Esto se puede ver
en el siguiente un ejemplo que considera un modelo en el que la fuente de dilatación,
supuesta esférica y puntual, se sitúa a 5 km de profundidad en un semiespacio
elástico de rigidez, µ = 10 GPa y razón de Poisson, ν = 0.25. Los desplazamientos
calculados analíticamente mediante el modelo de Mogi (1958) se comparan con los
resultados numéricos del IBEM. Para estimar la precisión de los resultados
numéricos hemos utilizado el error relativo medio, definido en tantos por cien por:
100
U
UU
)(%)U( N
1i
AN
i
N
1i
AN
i
IBEM
i ⋅
∑
∑ −
=
=
=∆ ,                                                                   (5.53)
donde UiIBEM es el desplazamiento calculado en el punto estación xi mediante el
método de elementos en la frontera, UiAN es el resultado correspondiente al modelo
analítico y N es el número total de puntos estación. En la Tabla 5.1 mostramos los
resultados correspondientes a superficies cuya discretización se ha extendido hasta (a)
17.5 km y (b) 20 km. El parámetro r denota el radio de cada elemento. Los resultados
se encuentran en tantos por cien.
El error que se comete al utilizar la solución numérica en este caso, es
siempre menor al 10%. Los porcentajes de error no varían significativamente entre la
solución correspondiente a una malla de extensión lateral igual a 17.5 km y a otra de
20 km, por lo que observamos que, efectivamente, la extensión lateral de la malla
idónea se encuentra entre 3-4 veces la profundidad de fuente. Además, observamos
que la influencia del radio del elemento disminuye para radios situados entre 0.8 y 0.5
km, es decir, entre un 16 y un 10% de la profundidad de la fuente. Las Figuras 5.5 y
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5.6 muestran gráficamente los resultados obtenidos para una discretización de
extensión lateral igual a 17.5 km, mientras que en las Figuras 5.7 y 5.8 la extensión
lateral de la malla es igual a cuatro veces la profundidad de la fuente. Los resultados
numéricos se aproximan paulatinamente a la solución analítica. La exactitud de los
resultados numéricos correspondientes a la componente en la dirección del eje y
(Figuras 5.5 y 5.7), es ligeramente superior a la de la componente vertical del campo
de desplazamientos (Figuras 5.6 y 5.8).
(a) r = 1.32 km r = 0.79 km r = 0.53 km
∆Uz 9.2 8.0 7.5
∆Uy 10.0 6.7 5.0
(b) r = 1.33 km r = 0.84 km r = 0.53 km
∆Uz 8.2 6.7 6.3
∆Uy 9.5 6.4 4.3
Tabla 5.1 (a) Error relativo medio (%) entre la solución analítica correspondiente al semiespacio
elástico plano y la solución numérica calculada con el IBEM. La extensión lateral de la malla es igual a
17.5 km, es decir, a 3.5 veces la profundidad de la fuente. (b). Error relativo medio (%) entre la
solución analítica correspondiente al semiespacio elástico plano y la solución numérica calculada con el
IBEM. La extensión lateral de la malla es igual a 20 km, es decir a 4 veces la profundidad de la fuente.
Figura 5.5. Desplazamiento en la dirección y (en cm) producido por una fuente situada a 5 de profundidad. La extensión lateral de la malla en los casos (a), (b) y (c) es de
17.5 km. El radio de los elementos es (a) r = 1.32 km, (b) r = 0.79 km y (c) r = 0.54 km. La figura (d) muestra la solución analítica con la que estamos comparando (X e Y
en km).
Figura 5.6. Desplazamiento vertical (cm) producido por una fuente situada a 5 de profundidad. La extensión lateral de la malla y el radio de los elementos son iguales a
los utilizados en la figura anterior. (d) Desplazamiento vertical correspondiente a la solución analítica. (X e Y en km).
Figura 5.7. Componente del campo de desplazamientos en la dirección y (en cm) producido por una fuente situada a 5 de profundidad. La extensión lateral de la malla
en los casos (a), (b) y (c) es de 20 km. El radio de los elementos es (a) r = 1.33 km, (b) r = 0.84 km y (c) r = 0.53 km. La figura (d) muestra la solución analítica con la que
estamos comparando. (X e Y en km)
Figura 5.8 Componente del campo de desplazamientos en la dirección z (n cm) producido por una fuente situada a 5 de profundidad. La extensión lateral de la malla y el
radio de los elementos son iguales a los de la figura 5.6. (d) Desplazamiento vertical analítico.(X e Y en km)
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5.3.2. Integración gaussiana.
Como hemos señalado en el apartado anterior, las integrales que aparecen en
(5.46) y (5.50) las hemos realizado numéricamente. Los resultados obtenidos tras realizar
varias pruebas tomando un número de puntos diferente en cada elemento de la malla
muestran que al utilizar integración gaussiana de siete puntos se pueden mejorar los
errores que se cometen al utilizar la discretización mostrada anteriormente. La
integración de siete puntos consiste en evaluar las funciones de Green en 7 puntos de
cada elemento circular y realizar una media ponderada asignando pesos a cada uno de
los puntos. Si denominamos de forma genérica f, a las funciones que tenemos que
integrar en el círculo (p. e., Abramowitz y Stegun, 1972), entonces,
∫∫ ∑ += =C n 1i iii2 R)y,x(fdxdy)y,x(fr
1 ωπ ,                                                     (5.54)
donde (xi,yi) son los puntos en los que se evalúa la función con sus correspondientes
pesos ωi y R,en este caso, es el resto de la integración numérica. La Figura 5.9 muestra la
distribución de estos puntos sobre cada elemento y sus coordenadas en el sistema de
referencia local que forman los diámetros perpendiculares de cada elemento, cuyo
origen es el centro del mismo.
(xi,yi) ωi
(0,0) 1/4



± 0,
3
2r 1/8 R=O(r6)



 ±± 2
2
,
6
1 rr 1/8
Figura 5.9. Distribución de los puntos (xi,yi) en los que se evalúa la función para realizar la integración
numérica de las funciones de Green para las tracciones y el desplazamiento, junto con sus pesos
correspondientes ωi.
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Este tipo de integración mejora los resultados obtenidos frente a los que se
obtenían al considerar un único punto en el centro del elemento. Si consideramos la
extensión lateral de la malla igual a cuatro veces la profundidad de fuente, los resultados
obtenidos se observan en las Figuras 5.10 y 5.11. La precisión numérica de los
resultados aumenta considerablemente sobre todo en el cálculo de la componente Uy.
La Tabla 5.2 muestra el error relativo medio, en tantos por cien, (5.53), que
obtenemos al considerar en el IBEM la integración gaussiana de siete puntos. El error
que se comete al utilizar la solución numérica es del 6.3% y del 2.2% en las
componentes vertical y horizontal, respectivamente, lo que implica que la solución
numérica representa una aproximación bastante buena de la solución analítica. De
hecho si tenemos en cuenta que, normalmente, las deformaciones detectadas en áreas
volcánicas son centimétricas, un error de este calibre se encuentra por debajo del límite
de precisión. En la Figura 5.12 mostramos dos perfiles extraídos de la Figura 5.10.c y
5.11.c, respectivamente. Como se observa en este gráfico, la solución numérica se ajusta
bastante bien a la solución analítica.
Figura 5.10. Componente del campo de desplazamientos en la dirección y (en cm) producido por una fuente situada a 5 de profundidad. La extensión lateral de la malla
es de 20 km. El radio de los elementos es (a) r = 1.33 km, (b) r = 0.84 km y (c) r = 0.53 km. Integrales calculadas mediante integración gaussiana de 7 puntos. (X e Y en
km)
Figura 5.11. Componente del campo de desplazamientos en la dirección z (en cm) producido por una fuente situada a 5 de profundidad. La extensión lateral de la malla y
el radio de los elementos son iguales a los de la Figura 5.8. (X e Y en km).
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r = 1.33 km r = 0.84 km r = 0.53 km
∆Uz 7.8 6.7 6.3
∆Uy 5.6 3.3 2.2
Tabla 5.2. Error relativo medio (%) entre la solución analítica correspondiente al semiespacio elástico
plano y la solución numérica. La extensión lateral de la malla es igual a 20 km. En este caso, la
integración numérica se realiza mediante una integración gaussiana de siete puntos.
Figura 5.12. Comparación de los resultados del IBEM, cuando se utiliza una integración gaussiana de
7 puntos, y de la solución analítica. La extensión lateral de la malla es de 20 km para una fuente situada
a 5 km de profundidad. El radio de cada elemento es de 0.53 km. (a) Perfil correspondiente a la
componente radial del campo de desplazamientos en cm (Ur= Uxcosθ+ Uzsenθ). (b) Componente
vertical del desplazamiento en cm. r es la distancia radial a la fuente en superficie.
5.4. VARIACIONES DE GRAVEDAD.
Como hemos señalado en el Capítulo 3, en un medio elástico, la variación de
gravedad observada en un punto de la superficie se puede expresar como:
3zFAs R
GMcudg += γ .                                                                                          (5.55)
Por tanto, la variación en la atracción gravitatoria que produce la intrusión de magma
sobre el gravímetro puede variar al considerar la topografía. Una parte de la variación
(a) (b)
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es debida al efecto aire-libre, consecuencia del desplazamiento elástico del medio,
causado principalmente por la expansión de la cámara, y la otra es debida a la
atracción gravitatoria de la masa anómala de la intrusión. Puesto que la topografía
superficial influye significativamente sobre las deformaciones producidas, las
variaciones de gravedad también se verán influidas.
5.5. EFECTO DE UNA TOPOGRAFÍA 3D EN LAS DEFORMACIONES
Y VARIACIONES DE GRAVEDAD.
Para cuantificar el efecto de la topografía superficial del terreno en las
deformaciones y variaciones de gravedad, utilizamos el método indirecto de
elementos en la frontera. En este caso y para la comparación con resultados
anteriores obtenidos por otros autores, vamos a representar la topografía superficial
mediante un cono de altura H (Figura 5.13), con pendiente en los flancos igual a α,
de forma que cuando α = 0º, la altura del cono es igual a cero y por tanto, tendremos
un semiespacio plano. Cada una de las pendientes que vamos a considerar define una
altura diferente, lo que va a permitir representar diferentes tipos de volcanes. Así, los
modelos con pendientes entre 10º y 20º pueden representar volcanes escudo, como
el Mauna Loa en Hawai y el Pitón de la Fourniase en la Isla Reunión (Francia), que
son estructuras muy amplias (decenas de kilómetros cuadrados de base), producto de
grandes coladas de lava basáltica que se desparrama formando suaves pendientes. En
estas zonas las lavas fluyen tan rápidamente que no se puede solidificar en las
proximidades de la chimenea, impidiendo la formación de laderas escarpadas. Los
estratovolcanes, como el Merapi en Indonesia o el Mayon en Filipinas, presentan
conos volcánicos con acusadas pendientes, resultado de la acumulación de coladas,
lavas y piroclastos sucesivos, que podrían ser representativos de modelos con
pendientes aproximadas a 30º.
Vamos a representar la corteza mediante un semiespacio homogéneo cuyas
propiedades elásticas vienen dadas a partir de los parámetros de Lamé λ=µ=30 GPa,
es decir, la razón de Poisson es ν = 0.25. La topografía va a estar caracterizada por el
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mismo conjunto de parámetros. El efecto del incremento de masa en la cámara se
considera mediante una fuente esférica puntual de 1 UM (1 UM = 1012 kg) mientras
que la expansión/contracción de la cámara se representa mediante una fuente de
dilatación de 1 km de radio con un incremento de presión igual a 10 MPa. La fuente
está situada a 4 km de profundidad. La discretización y el tamaño de los elementos se
han tomado de acuerdo con los resultados del apartado 5.3.
Figura 5.13. Ilustración esquemática del relieve topográfico. En el caso general, consideramos un
volcán de altura H, y pendiente de sus laderas igual a α. Para representar el efecto de la topografía
vamos a considerar pendientes de 15º, 20º y 30º correspondientes a 1340 m, 1820 m y 2886 m de
altura, respectivamente. La corteza se representa por un semiespacio homogéneo con parámetros de
Lamé λ y µ.
Las Figuras 5.14, 5.15 y 5.16 muestran la componente vertical del campo de
desplazamientos, la componente horizontal y las variaciones de gravedad en
superficie, respectivamente, calculadas mediante el IBEM. La masa y el centro de
expansión producen efectos de signo contrario, por tanto, para la interpretación
correcta de deformaciones y variaciones de gravedad es necesario tener en cuenta
ambos tipos de fuente.
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Figura 5.14. Desplazamientos verticales en cm producidos por una fuente puntual de masa (mp) y
por un centro de expansión (ce) situados a 4 km de profundidad. El medio es elástico y homogéneo
con λ = µ. La solución correspondiente al semiespacio se obtiene para α = 0º, mientras que α = 15,
20 y 30º corresponden a conos de 1340, 1820 y 2886 m de altura respectivamente.
Figura 5.15. Desplazamientos horizontales en cm producidos por una fuente puntual de masa (mp) y
por un centro de expansión (ce) situados a 4 km de profundidad. El medio es posee las mismas
características que en la Figura 5.14.
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Figura 5.16. Variaciones de gravedad en superficie (mGal) producidas por una fuente puntual de
masa (mp) y por un centro de expansión (ce) situados a 4 km de profundidad. El medio es elástico y
homogéneo con λ = µ. La solución correspondiente al semiespacio se obtiene para α = 0º, mientras
que α = 15, 20 y 30º corresponden a conos de 1340, 1820 y 2886 m de altura, respectivamente.
Cualitativamente, la principal característica que se observa es una reducción
de los desplazamientos y variaciones de gravedad en las cercanías de la cima del
volcán. El error que se produce al despreciar la topografía es mayor cuanto más
pronunciada es la pendiente del volcán. La masa de la intrusión causa un
hundimiento del terreno mientras que la dilatación de las paredes de la cámara
produce un levantamiento del edificio volcánico. Por tanto, la masa inyectada cancela
parte del levantamiento que produce la fuente de presión. El hundimiento causado
por la masa disminuye en menor medida que la elevación que produce el centro de
expansión. Pero aún así, el efecto de la masa sobre el levantamiento del edificio
volcánico es todavía menor que cuando se considera un medio de superficie plana.
Por tanto, el hundimiento que produce la masa es menor que el que se produciría si
no se tiene en cuenta la topografía (Figura 5.14). La gravedad disminuye debido a la
dilatación de la cámara y aumenta como consecuencia de la inyección de nuevo
material, con lo que en este caso, se obtendría un efecto similar sobre las variaciones
de gravedad. La reducción que produce la topografía en las variaciones de gravedad
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causadas por la fuente de masa puntual es mayor que la que se produce en la
magnitud de las causadas por el centro de expansión (Figura 5.16).
Además de la reducción de estas magnitudes, se observan también
variaciones en el patrón. El máximo absoluto (o mínimo dependiendo de la fuente)
de la componente horizontal del vector desplazamiento se sitúa a una distancia radial
en superficie mayor que la que proporciona la solución correspondiente a α=0º
(Figura 5.15). Los desplazamientos verticales y variaciones de gravedad presentan un
mínimo relativo (o máximo) sobre la proyección de la fuente en superficie, cuya
localización coincide con la posición de la cima del volcán, donde la elevación del
cono volcánico es máxima (Figura 5.14 y 5.16). El efecto topográfico tiende a
disminuir cuando aumenta la distancia radial a la proyección de la fuente en
superficie. Esta disminución se detecta a distancias radiales a la proyección de la
fuente en superficie de 3 km, todavía dentro del rango de influencia de la topografía
puesto que el radio del cono es igual a 5 km en todos los casos considerados.
Cayol y Cornet (1998a) realizaron mediante el método directo de elementos
en la frontera un estudio similar del efecto de la topografía del terreno, considerando
tan sólo una fuente de las mismas características que la fuente de dilatación que
hemos considerado en este ejemplo, sin tener en cuenta el efecto de la masa. En su
trabajo calcularon desplazamientos verticales y radiales obteniendo resultados
similares a los que hemos mostrado. Al igual que Cayol y Cornet (1998a), Williams y
Wadge (1998) estudiaron el efecto de la topografía sobre el campo de
desplazamientos. Para ello, utilizaron la metodología de variación de profundidad de
fuente. Como veremos en el capítulo siguiente, esta metodología permite aproximar
el efecto topografico, de forma precisa, sobre los desplazamientos verticales.
Mediante las pruebas y comparaciones que realizaron también obtuvieron resultados
similares.
Estos resultados tienen fuertes implicaciones para la estimación de
parámetros fuente a partir de la interpretación de datos observacionales mediante
inversión. Como hemos visto, el principal efecto de la topografía es la reducción de
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la magnitud de los desplazamientos y variaciones de gravedad. Esto implica que la
profundidad de la fuente se puede sobrestimar si se desprecia el relieve del terreno. A
su vez, la masa y la variación de presión obtenidos en un proceso de inversión están
también influidas por el relieve, obteniéndose valores más pequeños de estos
parámetros al despreciar la elevación del volcán. El cambio de patrón que
experimentan las deformaciones y variaciones de gravedad con respecto a las
soluciones que proporciona un modelo de semiespacio plano puede afectar al estimar
la localización  horizontal de la fuente.
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CAPÍTULO 6
ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS DE
FUENTE CONSIDERANDO EL
EFECTO DE LA TOPOGRAFÍA
Uno de los objetivos de la inversión de datos es determinar las características
de la fuente de perturbación que está causando un determinado fenómeno sobre la
superficie terrestre. Los parámetros (características de la fuente) óptimos serán
aquellos que minimicen una función determinada dependiente de la diferencia entre
los datos de observación y los datos sintéticos calculados a partir de un modelo
físico-matemático. Por tanto, si la topografía modifica la respuesta de un
determinado modelo, también influirá en la estimación de parámetros realizada a
partir de la inversión de los datos observados. El objetivo de este capítulo es
describir la influencia de la topografía del terreno sobre los parámetros de fuente
determinados a partir de un proceso de inversión. Para ello, compararemos los
resultados de la inversión de las deformaciones y variaciones de gravedad, observadas
entre 1992 y 1996 en el volcán Mayon, utilizando un modelo directo que tiene en
cuenta la influencia topográfica, con otros resultados para los cuales no se ha
considerado esta influencia.
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6.1. METODOLOGÍA CUASI-ANALÍTICA.
El método indirecto de elementos en la frontera permite obtener soluciones
muy precisas del modelo de deformación descrito en el Capítulo 5, puesto que
considera la superficie topográfica del medio de forma realista. Sin embargo, el
tiempo de cálculo que emplea para la resolución de las ecuaciones es muy elevado
frente al que utilizan los modelos de semiespacio elástico de superficie libre plana, de
los que se conoce su solución analítica. Desde este punto de vista, los modelos de
semiespacio plano son muy atractivos para la resolución del problema inverso
mientras que las técnicas numéricas, como el IBEM, no son adecuadas para la
resolución de este problema. Por tanto, lo ideal para estudiar el efecto de la
topografía en la determinación de los parámetros de la fuente sería utilizar un
método que permitiese incluir el efecto topográfico, al menos de forma aproximada,
pero que mantuviese la cualidad que presentan los modelos de semiespacio plano en
cuanto al ahorro de tiempo de cálculo.
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Hasta hace poco, los trabajos que perseguían este objetivo utilizaban modelos
en los que se consideraba una elevación de referencia constante que correspondía a la
elevación representativa de la región bajo estudio (p.e., Bonaccorso et al., 1994). Este
método consiste en añadir un valor constante, que representa la elevación media de la
zona, a la profundidad de la fuente, c (Figura 6.1a). Como demuestran Williams y
Wadge (1998) este método no tiene en cuenta los efectos que pueden causar los
cambios del relieve de la zona. Además, la elevación de referencia considerada puede
variar dependiendo de la profundidad estimada para la fuente y de la componente del
campo de deformación que estemos estudiando.
Williams y Wadge (1998) utilizaron un método aproximado para estimar el
efecto de la topografía del terreno sobre el campo de deformación producido por
una fuente de dilatación. La metodología de variación de profundidad de fuente
consiste en considerar que cada punto de la superficie topográfica se encuentra sobre
la superficie de un semiespacio plano de forma que la profundidad de la fuente varía
con la altura de dicho punto (Figura 6.2b). Para ello, en las soluciones análiticas (p.e.,
Singh y Singh, 1989) que proporcionan las ecuaciones (5.4) y (5.5), definidas en un
semiespacio plano, se sustituye la profundidad real de la fuente, c, por la función
profundidad de la fuente, c’, dada en (5.1). Así, las componentes cartesianas del
vector desplazamiento, (ux, uy, uz), y las variaciones de gravedad en superficie, dgs,
producidas de forma conjunta por una fuente de dilatación/contracción y por una
fuente de masa puntual se obtienen mediante las siguientes expresiones:
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3zFAs R
'GMcudg += γ ,
donde (x, y, z) son las coordenadas del punto de cálculo. De esta forma se supone
implícitamente que el efecto topográfico está principalmente causado por la distancia
entre la fuente y la superficie libre del medio, relajándose la restricción, que
consideran los modelos utilizados habitualmente, de que la superficie libre del medio
sea plana. Si la perturbación topográfica sobre las deformaciones y variaciones de
gravedad se debe principalmente a dicha distancia, en lugar de a la forma local de la
superficie libre, este tipo de solución proporciona una aproximación razonable del
efecto topográfico.
La metodología de variación de profundidad de la fuente proporciona una
solución cuasi-analítica aproximada, en el sentido de que para cada punto se obtiene
la solución analítica correspondiente a un modelo de semiespacio plano cuya
superficie libre se sitúa a la altura de dicho punto. Este tipo de soluciones minimiza el
tiempo de cálculo CPU frente a los métodos numéricos como el IBEM. Por ejemplo,
tras las ejecuciones realizadas a lo largo de este trabajo hemos comprobado que el
método de variación de profundidad de la fuente es del orden de 7500 veces más
rápido que el IBEM. Por tanto, al igual que los modelos elásticos empleados
habitualmente para la interpretación de deformaciones observadas en zonas
volcánicas, resulta bastante atractiva para la resolución del problema inverso.
Los resultados de Williams y Wadge (1998, 2000) señalan que la metodología
de variación de la profundidad de la fuente es suficientemente precisa para calcular
los desplazamientos verticales causados por una fuente de dilatación mientras que
para calcular los desplazamientos radiales es más adecuado utilizar otro tipo de
métodos numéricos. A continuación, vamos a mostrar que esta metodología también
se va a poder utilizar para la predicción e interpretación de variaciones de gravedad.
Por tanto, en la resolución del problema inverso vamos a utilizar la metodología
aproximada introducida por estos autores.
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6.2. COMPARACIÓN ENTRE EL MÉTODO CUASI-ANALÍTICO Y EL
IBEM.
En primer lugar vamos a comparar los resultados del método cuasi-analítico
(método de variación de profundidad de fuente) con los que proporciona el IBEM
para mostrar la efectividad del método cuasi-analítico. Para ello, hemos calculado los
desplazamientos y variaciones de gravedad producidos por una fuente de
dilatación/contracción de 1 km de radio con un incremento de presión igual a 10
MPa. El efecto del incremento de masa en la cámara se considera mediante una
fuente esférica puntual de 1 UM (1UM = 1012 kg). El efecto de la topografía lo
vamos a representar mediante el cono volcánico de la Figura 5.13. El medio elástico y
homogéneo viene caracterizado por λ = µ = 30 GPa. Con la misma base del cono se
han elegido las alturas señaladas en el capítulo anterior.
Una vez se ha establecido la precisión numérica de las soluciones obtenidas
mediante el IBEM, podemos comparar los resultados de la metodología de variación
de profundidad de fuente con las soluciones de esta técnica numérica. Los resultados
del análisis dimensional realizado en el capítulo anterior para estimar el efecto de la
topografía sobre las deformaciones y variaciones de gravedad muestran que éste va a
variar dependiendo de la profundidad de la fuente. Así, el efecto de las
perturbaciones topográficas es más significativo sobre el campo de desplazamientos y
variaciones de gravedad causados por fuentes superficiales. Para realizar la
comparación hemos elegido profundidades de fuente iguales a 1, 6 y 16 km. Aunque
la suposición de fuente puntual establece que el radio de la fuente tiene que ser
menor que su profundidad (a << c), hemos elegido fuentes situadas a 1 km de
profundidad sólo con objeto de mostrar la dependencia entre el efecto topográfico y
la profundidad de fuente.
En este caso, para estimar el error que se produce al considerar la
metodología cuasi-analítica aproximada, vamos a utilizar el error medio en lugar del
error relativo medio, ya que queremos compararlo con la precisión numérica
inherente al método indirecto de elementos en la frontera. Para calcular el error
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medio cuando consideramos las características topográficas del terreno, ∆(U)T,
utilizamos la siguiente expresión:
N
UU
)U(
N
1i
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i
IBEM
i
T
∑ −
= =∆ .                                                                                (6.2)
En los cálculos que vamos a realizar, las funciones UiIBEM y UiAP podrán ser
desplazamientos verticales, Uz, o variaciones de gravedad en superficie Gs, calculadas
numéricamente (superíndices IBEM) o mediante el método cuasi-analítico
(superíndices igual a AP). N es el número de puntos en los que se calcula la magnitud
física considerada. En este problema N = 441. No calcularemos el error que se
produce al calcular desplazamientos horizontales mediante la metodología cuasi-
analítica, ya que Williams y Wadge (1998) mostraron que esta metodología no
permite estimar fiablemente el efecto de la topografía en esta componente.
En primer lugar consideramos el error medio que se comete entre la solución
numérica y la solución analítica que proporciona el modelo de semiespacio plano
para las profundidades de fuente mencionadas (Tabla 6.1).
c = 1 km c = 6 km c = 16 km
mp ce mp ce Mp ce
∆Uz 2.2.10-2 6.6.10-2 1.8.10-2 9.5.10-3 1.3.10-2 2.10-3
∆Gs 6.8.10-5 2.0.10-4 5.4.10-5 2.9.10-5 4.1.10-5 6.1.10-6
Tabla 6.1. Error medio entre la solución correspondiente al semiespacio elástico y la solución del
IBEM para el caso en que α = 0º, es decir, H = 0 m. Las profundidades de fuente, c, son 1, 6 y 16 km.
Las fuentes son un centro de expansión (ce) y una masa puntual esférica (mp) de las características
descritas en el texto. Las unidades están en cm para los desplazamientos verticales, Uz, y miligales para
las variaciones de gravedad en superficie, Gs.
Para calcularlo hemos utilizado la expresión (6.2) con α = 0º, es decir, H = 0.
La extensión lateral de la superficie de discretización y el número de elementos que la
componen, los hemos elegido en base a los resultados obtenidos anteriormente,
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realizando las integrales de las funciones de Green mediante integración gaussiana de
siete puntos. En la Tabla 6.1. mostramos los resultados correspondientes a dos tipos
de fuente (centro de expansión, ce, y masa puntual, mp).
En ausencia de relieve topográfico la solución cuasi-analítica es la solución
exacta correspondiente al modelo de Mogi (1958), por lo que los errores que
aparecen en la Tabla 6.1 los podemos considerar como una medida de la
incertidumbre inherente al método numérico. De esta forma, los resultados de
calcular el error medio entre las soluciones cuando consideramos la topografía del
terreno, ∆(U)T, calculando UiAP con α ≠ 0º, lo podemos normalizar por dicho error
para estimar la fiabilidad del método cuasi-analítico aproximado. Los resultados de la
normalización se muestran en las Tabla 6.2 para fuentes situadas a 1, 6 y 16 km de
profundidad.
(a)
c = 1 α=15º, H = 1340 m α=20º, H = 1820 m α=30º, H = 2886 m
mp ce mp ce mp ce
(∆Uz)T/∆Uz 5.095.10-1 7.76.10-1 5.16.10-1 9.58.10-1 6.53.10-1 0.123.10-1
(∆Gs)T/∆Gs 7.41.10-1 7.76.10-1 7.5.10-1 9.58.10-1 9.53.10-1 1.225
(b)
c = 6 α=15º, H = 1340 m α=20º, H = 1820 m α=30º, H = 2886 m
mp ce mp ce mp ce
(∆Uz)T/∆Uz 8.06.10-1 1.43 7.83.10-1 1.5 8.72.10-1 2.11
(∆Gs)T/∆Gs 8.07.10-1 1.43 7.84.10-1 1.52 8.6.10-1 2.11
(c)
c = 16 α=15º, H = 1340 m α=20º, H = 1820 m α=30º, H = 2886 m
mp ce mp ce mp ce
(∆Uz)T/∆Uz 9.55.10-1 7.5.10-1 9.36.10-1 1.1 9.34.10-1 1.04
(∆Gs)T/∆Gs 9.52.10-1 7.52.10-1 9.34.10-1 1.1 9.34.10-1 1.05
Tabla 6.2. Ajuste del método de variación de la profundidad de fuente a la solución numérica que proporciona el
IBEM. El ajuste de los desplazamientos verticales (∆Uz)T  y variaciones de gravedad en superficie, (∆Gs)T, está
normalizado por el error medio de cada uno de estos parámetros que aparece en la Tabla 6.1. (a) Resultados para
una fuente esférica puntual situada a 1 km de profundidad. (b) Resultados para una fuente situada a 6 km de
profundidad. (c) Resultados para una fuente situada a una profundidad de 16 km.
CAPÍTULO 6
152
Si los errores normalizados son < 1, el error medio que se produce al utilizar
la metodología aproximada se encuentra por debajo de la precisión del método
numérico. Cuando son > 3, indican la escasa fiabilidad de la metodología cuasi-
analítica mientras que si son < 2, el error medio será comparable a la precisión
numérica del método indirecto de elementos en la frontera. Valores entre 2 y 3
indican que la metodología aproximada proporciona estimaciones más o menos
fiables del efecto topográfico.
De este estudio podemos concluir que el método cuasi-analítico representa
una aproximación fiable para estimar el efecto topográfico. Este método simula de
forma casi perfecta el efecto de la topografía en regiones de relieve moderado. Los
errores son menores para la fuente de masa puntual. Aunque estos empeoran
ligeramente cuando c = 16 km, puesto que una fuente superficial es más sensible a las
variaciones topográficas que simula la metodología cuasi-analítica, se siguen
obteniendo estimaciones fiables. Los resultados de estimar el efecto topográfico
sobre los desplazamientos verticales mediante el método cuasi-analítico son, en
general, bastante buenos. Las variaciones de gravedad se obtienen a partir de los
desplazamientos verticales sumando la variación que produce la masa anómala.
Puesto que con el IBEM el efecto de la masa anómala se calcula también en función
de su distancia al punto de cálculo, la metodología de variación de profundidad de
fuente, en este caso, proporciona también resultados satisfactorios.
Las Figuras 6.2, 6.3, 6.4, ilustran el efecto de las características topográficas
del terreno sobre los desplazamientos verticales y variaciones de gravedad
producidos por fuentes situadas a 1, 6 y 16 km de profundidad, respectivamente. A
partir de estas gráficas se pueden deducir numerosas conclusiones. Como se vio
teóricamente, el efecto de la topografía disminuye cuando aumenta la profundidad de
fuente. Por ejemplo, si la fuente está situada a 1 km de la superficie libre del medio
(Figura 6.2a), la topografía produce una reducción de aproximadamente el 69% de la
magnitud de los desplazamientos verticales cuando la pendiente del cono volcánico
es igual a 30º, mientras que esta reducción es del 27% para una fuente situada a una
profundidad de 6 km (Figura 6.3a). Cuando la profundidad de la fuente es igual a 16
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km esta reducción es menor. Por tanto, el efecto de la topografía depende de la
profundidad de la fuente siendo éste mayor cuanto más somera es la fuente. La
metodología cuasi-analítica proporciona una estimación fiable del efecto de la
topografía en el cálculo de desplazamientos verticales y variaciones de gravedad.
Las Figuras 6.5 y 6.6 muestran un ejemplo de la comparación entre las
soluciones de la metodología de variación de profundidad de fuente y del método
numérico para la componente horizontal del campo de desplazamientos producido
por la fuente de masa puntual y el centro de expansión situados a 1 y 6 km de
profundidad, respectivamente.
Observamos que, como ya indicaron Williams y Wadge (1998) para el caso de
una fuente de dilatación, la metodología aproximada no proporciona una estimación
cuantitativa fiable del efecto topográfico en los desplazamientos horizontales. El
efecto de la topografía disminuye al aumentar la profundidad de fuente, lo que es
consistente con la observación cualitativa de que el efecto de la perturbación
topográfica es debido principalmente a la distancia entre la fuente y la superficie libre
del medio. Sin embargo, los desplazamientos radiales se verán también afectados por
otros factores, como puede ser la forma local del relieve. Por tanto, en una inversión
basada en esta metodología, deben utilizarse desplazamientos verticales y variaciones
de gravedad, mejorándose posteriormente mediante un método numérico como el
método indirecto de elementos en la frontera y mediante los desplazamientos
horizontales, necesarios a la hora de determinar la forma y localización de la fuente.
Los resultados obtenidos en este apartado junto con los que obtuvieron
Williams y Wadge (1998) muestran que este método aproximado proporciona
resultados fiables para estimar el efecto de la topografía. Considerando estos
resultados, la sencillez de implantación y la velocidad de cálculo frente a otras
técnicas numéricas, de la metodología cuasi-analítica, la vamos a utilizar para
determinar cómo afecta la topografía en la inversión de datos geodésicos. Para ello,
vamos a utilizar las deformaciones del terreno y variaciones de gravedad observadas
en el volcán Mayon entre 1992 y 1996.
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 6.2. (a) Desplazamientos verticales en cm producidos por una fuente de masa puntual. (b)
Componente vertical del desplazamiento causado por el centro de expansión. (c) Variaciones de
gravedad en superficie (mGal) producidas por la fuente de masa. (d) Variaciones de gravedad en
superficie (mGal) causadas por la fuente de presión. Profundidad de la fuente igual a 1 km. α = 0, 15,
20 y 30º, es decir, H = 0, 1340, 1820, 2886 m.
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 6.3. Efecto de la topografía para diferentes ejemplos considerando una fuente situada a 6 km de
profundidad con pendientes de  α = 0, 15, 20 y 30º, es decir, H = 0, 1340, 1820, 2886 m. (a)
Desplazamientos verticales (cm) producidos por una fuente de masa puntual. (b) Componente vertical del
desplazamiento en cm causado por el centro de expansión. (c) Variaciones de gravedad en superficie
(mGal) producidas por la fuente de masa. (d) Variaciones de gravedad en superficie (mGal) causadas por la
fuente de presión.
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(a) (b)
(c)
(d)
Figura 6.4. Efecto de la topografía para diferentes ejemplos considerando una fuente situada a 16 km de
profundidad con pendientes de  α = 0, 15, 20 y 30º, es decir, H = 0, 1340, 1820, 2886 m. (a)
Desplazamientos verticales (cm) producidos por una fuente de masa puntual. (b) Componente vertical del
desplazamiento (cm) causado por el centro de expansión. (c) Variaciones de gravedad en superficie (mGal)
producidas por la fuente de masa. (d) Variaciones de gravedad en superficie (mGal) causadas por la fuente
de presión.
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(a)
(b)
Figura 6.5. (a) Desplazamientos horizontales (cm) producidos por una fuente de masa puntual. (b)
Componente horizontal del desplazamiento (cm) causado por el centro de expansión. Profundidad de
la fuente igual a 1 km. α = 0, 15, 20 y 30º, es decir, H = 0, 1340, 1820, 2886 m.
(a) (b)
Figura 6.6. (a) Desplazamientos radiales (cm) producidos por una fuente de masa puntual. (b)
Componente radial del desplazamiento (cm) causado por el centro de expansión. Profundidad de la
fuente igual a 6 km. α = 0, 15, 20 y 30º, es decir, H = 0, 1340, 1820, 2886 m
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6.3. APLICACIÓN AL VOLCÁN MAYON (FILIPINAS).
Como ya hemos mencionado, Mayon, con una altitud de 2462 m, es un
estratovolcán situado en la Isla de Luzón (Filipinas). La historia eruptiva de este
volcán basalto-andesítico data de 1616 y consta tanto de erupciones de tipo
estromboliano, como la que tuvo lugar en Febrero de 1993, como de tipo plineano,
extremadamente violentas, como la de 1984. Su estructura cónica casi perfecta con
laderas de aproximadamente 35º de pendiente y su elevación sobre el nivel del mar
(Figura 4.12) lo hacen idóneo para estudiar cómo influyen las características
topográficas del terreno en la interpretación y modelización de observaciones
geodésicas.
En el Capítulo 4 vimos que el modelo de Mogi (1958) no puede explicar las
variaciones de gravedad debido a la escasa elevación/subsidencia del terreno
registrados en Mayon durante las campañas de observación realizadas entre 1992 y
1996. A partir de este modelo, las variaciones de gravedad son interpretadas como
variaciones sobre el campo gravitatorio terrestre producidas por la deformación del
edificio volcánico que causa la dilatación de la cámara. Las erupciones, como las de
1999 y 2000 (Figura 6.7), registradas recientemente y con posterioridad a las
campañas de observación, nos llevaron a considerar que en este volcán del
archipiélago filipino se estaba produciendo una nueva inyección de material en la
cámara magmática. Por ello, se realizó una inversión utilizando, como modelo
directo, el modelo elástico-gravitatorio y la técnica del algoritmo genético. Los
resultados que obtuvimos se muestran en el Capítulo 4.
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Figura 6.7. Nube de vapor generada en la erupción de Junio de 1999. (http:/www. phivolcs. dost.
gov. ph/volcanoes/Mayon)
Hemos comprobado de nuevo esta hipótesis modelando, no sólo las
observaciones microgravimétricas sino también las medidas GPS realizadas en
Mayon utilizando un algoritmo genético como técnica de inversión y el modelo
elástico-gravitatorio de semiespacio plano, como modelo directo. Los resultados de la
inversión (Figura 6.8), que se basa en la suposición de la existencia de una sóla fuente
bajo el crater del volcán, continúan proporcionando una interpretación de las
observaciones mejor que la que proporciona el modelo de Mogi (1958) o el modelo
de redistribución de masa propuesto por Jentzsch et al. (2001). Para las variaciones
registradas entre diciembre de 1992 y diciembre de 1996 hemos obtenido los
parámetros que se muestran en la Tabla 6.3. Los resultados correspondientes al perfil
Tumpa-Lahar Channel reproducen la magnitud y patrón de las observaciones casi en
su totalidad (Figura 6.8a), lo que coincide con los resultados mostrados en el Capítulo
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4. La necesidad de ajustar las medidas gravitatorias realizadas lejos del cráter,
proporciona un radio grande (Tabla 6.3), lo que origina que la densidad del material
inyectado sea demasiado baja. Como consecuencia, vamos a estudiar la variación de
estos parámetros si incorporamos la topografía del terreno en el modelo elástico-
gravitatorio. Para ello, hemos utilizado, de nuevo, una técnica de inversión basada en
un AG. Los programas descritos en el Capítulo 2 han sido modificados para
incorporar la metodología cuasi-analítica en el modelo directo.
Figura 6.8. (a) Resultados de la inversión para el perfil Tumpa Lahar-Chanel, época 5-1 y (b) lo
mismo para el perfil Mayon Resthouse. (Tiampo et al., 2003)
Los resultados de esta inversión se muestran nuevamente en la Tabla 6.3,
donde se comparan con los resultados de considerar un semiespacio plano. La Figura
6.9 muestra la comparación entre las medidas y los datos sintéticos obtenidos a partir
del modelo elástico-gravitatorio en el que hemos aproximado el relieve del volcán
variando la profundidad de la fuente en cada punto.
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Parámetros Semiespacio plano
(Figura 6.7)
Topografía
(Figura 6.8)
Profundidad c (km)
Incremento de presión P, (bar)
Radio a (km)
Incremento de masa, M (1UM=1012)
1.97
93.00
1.48
0.68
1.87
65.26
0.81
0.66
Tabla 6.3. Parámetros de la fuente del volcán Mayon y valores de la estimación para los casos en los
que se considera o no la topografía del terreno.
(a)
(b)
Figura 6.9. Resultados correspondientes a los perfiles mostrados en la Figura 6.8a y 6.9b,
respectivamente, teniendo en cuenta la influencia de la topografía del terreno en el que están asentados
los perfiles
Las variaciones de gravedad calculadas, que minimizan la función de
evaluación del algoritmo, reproducen de nuevo la magnitud y patrón de la señal
CAPÍTULO 6
162
microgravimétrica medida en el perfil Tumpa-Lahar Channel. Pero observamos que
los valores estimados de las características de fuente son diferentes (Tabla 6.3). Por
ejemplo, la profundidad de fuente es menor que la que se obtiene en el caso anterior,
en el que la superficie libre del medio es plana. Si al valor obtenido cuando
consideramos la topografía (1.87 km) le sumamos la altura máxima de los puntos
estación situados en los perfiles, se obtiene, aproximadamente, la profundidad
estimada en el caso anterior (1.975 km). El incremento de masa disminuye en menor
medida que la variación de presión en el interior de la cámara. La disminución del
radio de la fuente, supuesta esférica, proporciona valores para la densidad del
material intruido superiores y, por tanto, parecen más realistas que los que se
obtienen considerando un semiespacio plano. La asimetría que se observa en el perfil
Mayon-Resthouse (Figura 6.8b y Figura 6.9b), con respecto a la posición del crater
del volcán, indican la posible existencia de una segunda fuente. La deformación
calculada a partir de los parámetros obtenidos de la inversión conjunta se encuentra
dentro del error de las medidas GPS (Jentzsch et al., 2001). La diferencia que se
observa entre las Figuras 6.8b y 6.9b en las proximidades al cráter del volcán se
deben a un error al calcular las distancias radiales de los puntos estación, siendo la
Figura 6.9b la que proporciona la configuración real de los datos de observación.
Los resultados de la inversión conjunta de datos microgravimétricos y de
deformación, considerando la metodología cuasi-analítica para estimar el efecto de la
topografía en el modelo elástico-gravitatorio muestran que la profundidad de fuente
y las variaciones de presión y masa en el interior de la cámara se pueden sobrestimar
si no se tiene en cuenta la influencia de las características topográficas del terreno.
Por tanto, si se considera la solución cuasi-analítica la inversión de datos geodésicos
(deformaciones verticales y variaciones de gravedad) puede aumentar su precisión a
la hora de estimar los parámetros de una fuente determinada.
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CONCLUSIONES
Los modelos que se emplean habitualmente para el estudio e
interpretación de deformaciones y variaciones de gravedad, fenómenos que
pueden ser precursores a una erupción, son elásticos y tratan la Tierra como
un medio plano semi-infinito. La complejidad de los procesos volcánicos y el
creciente desarrollo tecnológico que hemos experimentando en las últimas
décadas, conllevan el desarrollo de modelos cada vez más realistas. Por ello, en
este trabajo nos hemos planteado dos objetivos:
1. Estudiar la influencia del campo gravitatorio ambiente en la
modelización de deformaciones y variaciones de gravedad.
2. Estudiar el efecto de la topografía y desarrollar un modelo
tridimensional para cuantificar su influencia.
Las conclusiones obtenidas en ambos son las siguientes:
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Objetivo 1
En los años 80 se desarrolló un modelo que permitía incluir el campo
gravitatorio ambiente. Para alcanzar el primer objetivo, apoyándonos en
resultados previos que muestran la influencia del campo gravitatorio ambiente
mediante algunos ejemplos, hemos realizado un estudio dimensional del
modelo elástico-gravitatorio a partir del cual hemos obtenido los siguientes
resultados:
- Las deformaciones calculadas están principalmente producidas por la
expansión/contracción de la cámara. La fuente de masa, considerada
esférica y puntual, normalmente, no produce deformaciones
significativas, es decir, detectables mediante las técnicas de observación
de campo empleadas hoy en día.
- La magnitud de los términos dependientes del campo gravitatorio en
las ecuaciones del modelo es despreciable en el cálculo de
desplazamientos. Por tanto, las deformaciones del terreno observadas
en áreas volcánicas se pueden interpretar utilizando un modelo elástico
en el que se considera, como término fuente, un centro de expansión.
- Las variaciones de gravedad causadas por la masa de la intrusión no se
pueden ignorar tan fácilmente. A diferencia que con otros modelos, el
modelo elástico-gravitatorio permite considerar de forma conjunta el
efecto de la dilatación/contracción de la cámara y el de la masa
inyectada en su interior. Así, hemos observado que el potencial
perturbador generado por la deformación del terreno es del mismo
orden que el que genera la masa inyectada. Por tanto, para la
interpretación de variaciones de gravedad es necesario tener en cuenta
la masa de la intrusión.
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- El potencial perturbador que produce la deformación del terreno es el
responsable del acoplamiento elástico-gravitatorio de las ecuaciones del
modelo. Este acoplamiento simula la interacción de la fuente con el
campo gravitatorio terrestre. Así, si consideramos el término fuente
correspondiente a la masa de la intrusión y tenemos en cuenta el
resultado anterior, no podemos despreciar la interacción de esta fuente
con el campo gravitatorio. Como consecuencia, para la interpretación
correcta de variaciones de gravedad debemos utilizar un modelo como
el modelo elástico-gravitatorio más complejo que el puramente elástico.
- La masa y la dilatación/contracción de la cámara producen efectos
geodésicos (deformaciones y variaciones de potencial y gravedad) de
signo diferente. Además, mientras que el centro de expansión es
responsable de las deformaciones que se producen en el medio, la masa
juega un papel importante en el cálculo de variaciones de gravedad. Por
ello, es necesario, siempre que sea posible realizar la interpretación
conjunta de ambos tipos de datos.
- Para validar estos resultados hemos aplicado el modelo elástico-
gravitatorio a dos ejemplos reales, Long Valley Caldera (California, EE.
UU.) y el volcán Mayon (Luzón, Islas Filipinas). La interpretación de las
deformaciones y variaciones de gravedad observadas en estas zonas
volcánicas pone de manifiesto las limitaciones, ya señaladas
teóricamente, de los modelos elásticos. Al mismo tiempo, resaltan la
necesidad de invertir conjuntamente, siempre que sea posible, datos de
deformación y variaciones de gravedad, con el fin de discriminar el
papel determinante de los parámetros de la fuente en la interpretación
de observaciones.
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Objetivo 2
Algunas zonas volcánicas presentan relieves topográficos acusados.
Existen trabajos recientes que tratan de estudiar el efecto de la topografía del
terreno en la interpretación de registros. Para alcanzar el segundo objetivo que
nos planteamos al inicio de este trabajo, en primer lugar hemos realizado un
estudio teórico, similar al realizado para estudiar la influencia del campo
gravitatorio.
- Considerando que el efecto de la topografía se debe principalmente a la
distancia entre la superficie libre del medio y la posición de la fuente
hemos obtenido que este efecto influye significativamente en las
deformaciones y variaciones de gravedad, principalmente reduciendo su
magnitud.
- La influencia de la topografía es superior a la influencia del
acoplamiento elástico-gravitatorio para fuentes situadas a poca
profundidad.
- Como consecuencia, para la interpretación correcta de deformaciones y
variaciones de gravedad es necesario tener en cuenta el relieve del
terreno.
Puesto que el acoplamiento elástico-gravitatorio es de orden inferior
frente al efecto topográfico hemos desarrollado un modelo elástico
tridimensional en el que se considera tanto el efecto de la masa como el de la
expansión/contracción de las paredes de la cámara. La resolución de las
ecuaciones que lo caracteriza se realiza mediante una técnica numérica: el
método indirecto de elementos en la frontera. En este trabajo, a diferencia que
en trabajos anteriores, hemos tenido en cuenta el efecto de la topografía tanto
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en el campo de desplazamientos como en las variaciones de gravedad. De los
tests teóricos que hemos realizado podemos concluir que:
- La topografía reduce considerablemente la magnitud tanto de las
deformaciones como de las variaciones de gravedad en la región
topográfica más elevada.
- También se produce un cambio de patrón. En los desplazamientos
horizontales, el máximo (mínimo) se ve desplazado con respecto a la
posición en que se encuentra en el caso de no considerar la topografía.
Además, en las variaciones de gravedad y desplazamientos verticales
aparece un máximo (mínimo) relativo en la zona correspondiente a una
mayor elevación del terreno.
- El efecto de la masa cancela parte del levantamiento del edificio
volcánico que produce el centro de expansión ya que los efectos de
ambas fuentes son de diferente signo.
- El efecto topográfico disminuye tanto la magnitud del hundimiento que
causa la masa de la intrusión como la magnitud de la elevación vertical
que causa la presión. La disminución de la magnitud de la deformación
vertical que produce el efecto topográfico es mayor que la que produce
la masa. Por tanto, el efecto de la masa sobre el campo de
desplazamientos es todavía menor que cuando se considera un medio
de superficie libre plana.
- Las variaciones de gravedad también se verán afectadas por la
topografía. La gravedad disminuye debido a la dilatación de la cámara y
aumenta como consecuencia de la inyección de material. La reducción
que produce la topografía en las variaciones de gravedad causadas por
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la fuente de masa puntual es mayor que la que se produce en la
magnitud de las causadas por el centro de expansión. Esta fuente causa
una disminución más pequeña de las variaciones de gravedad cuando se
considera la topografía del terreno.
- Todos estos resultados son de gran interés al tener fuertes
implicaciones en la estimación de parámetros-fuente mediante la
inversión de datos de observación. No olvidemos que la interpretación
correcta de las señales geodésicas observadas en zonas volcánicas tiene
implicaciones en el desarrollo y mejora de los sistemas de alerta para la
mitigación de riesgos, al mismo tiempo que implicaciones socio-
económicas directas, ya que pueden afectar la planificación de
infraestructura urbana, industrial, y turística.
Aunque el método indirecto de elementos en la frontera disminuye el
tiempo CPU de cálculo al reducir las dimensiones del problema sigue siendo
muy costoso, por lo que es más ventajoso utilizar otro tipo de técnicas como la
metodología de variación de profundidad de fuente. Esta metodología permite
obtener soluciones cuasi-analíticas muy atractivas desde el punto de vista
práctico. Tras realizar una comparación de ambas técnicas se observa que:
- El efecto de la topografía es superior para fuentes someras. Este hecho
es consistente con la hipótesis que se realiza para estudiar teóricamente
el efecto de la topografía.
- La metodología cuasi-analítica permite obtener estimaciones fiables del
efecto de la topografía sobre la componente vertical del campo de
desplazamientos.
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- Puesto que las variaciones de gravedad se deben principalmente a la
atracción de la masa deformada y a la atracción de la masa intruida, esta
metodología proporciona también, en este caso, una aproximación
razonable.
- Por tanto, dada la disminución de tiempo de cálculo, frente a los
métodos numéricos, se propone el utilizar esta técnica para realizar una
primera interpretación de datos geodésicos considerando la influencia
de la topografía en la inversión de desplazamientos verticales y
variaciones de gravedad. Las inversiones de desplazamientos
horizontales del medio basadas en esta metodología, que se emplean
para determinar la forma y localización de la fuente, deberán ser
mejoradas y validadas posteriormente mediante una técnica numérica
como la desarrollada en esta memoria.
Así, con el fin de estimar el efecto de la topografía en la inversión de
los parámetros de la fuente, hemos llevado a cabo una aplicación real: el
volcán Mayon. Este volcán posee una altitud de 2462 sobre el nivel del mar.
En base a lo anterior, hemos invertido las variaciones de gravedad y
deformaciones verticales del terreno observadas en sus inmediaciones entre
1992 y 1996 teniendo en cuenta la solución aproximada que proporciona la
metodología cuasi-analítica. Los resultados muestran que:
- La profundidad de la fuente así como el incremento de masa y de
presión que se producen en su interior se sobrestiman si no se tiene en
cuenta el efecto de la topografía. De hecho, la profundidad de fuente
que se obtiene mediante un modelo plano es aproximadamente igual a
la profundidad real de la fuente si se midiese desde la cima del volcán.
La estimación correcta de estos parámetros es de gran ayuda para
discernir entre los posibles procesos que se están llevando a cabo en el
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interior del medio, a partir de los valores de densidad que
proporcionan, así como estudiar evoluciones temporales en situaciones
de crisis.
- Como conclusión general se observa que para la determinación correcta
de los parámetros de la fuente es necesario tener en cuenta el efecto de
la topografía en el modelo matemático empleado como modelo directo
para la inversión de datos de observación.
Aunque en la última parte de la memoria hemos intentado cuantificar
exclusivamente el efecto de la topografía en las deformaciones y variaciones de
gravedad, la forma de la fuente y las características del medio influyen
considerablemente en el cálculo de estos efectos (p.e., Cayol y Cornet, 1998a,
b). Por tanto, el trabajo realizado en esta memoria es una base para el
desarrollo futuro de modelos con fuentes extensas, que permitirán estudiar el
efecto de la topografía en las deformaciones y variaciones de gravedad
producidas por diques, cámaras elípticas, etc.; también el estudio de geometrías
3D (Luzón et al., 1997) que proporcionará estimaciones realistas de los
parámetros físicos en volcanes activos; la consideración de la estratificación del
medio para tener en cuenta las discontinuidades laterales de los parámetros
elásticos (Fernández y Rundle, 1994a, b), así como la consideración de medios
viscoelásticos (Folch et al., 2000; Fernández et al., 2001a) en los que habrá que
tratar el acoplamiento elástico-gravitatorio de forma distinta.
Los resultados y conclusiones obtenidos en esta memoria son de
aplicación general para la vigilancia de otros riesgos naturales y actividades
humanas (minería, extracción de agua y gas, etc.), que producen tanto
desplazamientos como variaciones de gravedad. Mientras que el modelo
elástico-gravitatorio puede utilizarse para la interpretación de estas
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manifestaciones en zonas donde la topografía no es significativa, el modelo
elástico tridimensional puede utilizarse en zonas de relieve pronunciado.
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